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AVERTISSEMENT. 



La publication (le ce deuxième volume de la Mécanique 
analytique a éprouvé un retard dont nous allons exposer les 
principaux motifs. M. Lagrange en avait déjà fait imprimer 
les premières feuilles , lorsque la mort l’enleva aux sciences. 
M. Prony se chargea de suivre l’édition de ce volume, et 
fut aidé dans la révision des épreuves par M. Garnier, 
Professeur à l’École Royale Militaire. Le manuscrit des VII e 
et VIII e Sections se trouva fort en ordre ; mais étant arriv é 
à la IX e Section , on reconnut que cette partie était incom- 
plète, et que le premier paragraphe seul en était achevé. 
M. JJinet ( J. ) fut invité à faire avec MM. Prony et Lacroix, 
les recherches nécessaires dans les papiers de M. Lagrange , 
pour compléter , s’il était possible , les matières qui devaient 
entrer dans cette Section. Leurs recherches fournirent la con- 
viction que notre illustre Auteur n’avait fait que préparer 
cette partie, et que rien d’entièrement achevé n’avait été 
égaré. 

De nombreuses occupations ayant détourné M. Prony des 
soins de l’impression , qui dans la Section IX en particulier, 
exigeait une grande attention , pour coordonner les matières 
et les notations de l’ancienne édition , avec ce qui était im- 
primé de la nouvelle , M. Binet ( J. ) a bien voulu se charger 
de ce travail, souvent pénible. On a profité de toutes les 
notes marginales rencontrées sur l’exemplaire de M. Lagrange, 



AVERTISSEMENT. 



vj 

et ('■cri tes de sa main. N’ayant pu renfermer dans le texte 
quelques matières relatives au mouvement de rotation , trop 
peu complètes pour former un paragraphe, on les a réunies 
dans une note à la fin du volume. 

Une autre note a été formée d’une remarque également 
trouvée parmi les manuscrits; elle se rapporte au problème 
de la détermination de l’orbite des Comètes, problème 
traité dans le paragraphe III de la section VII. 
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MÉCANIQUE 

ANALYTIQUE. 



SEPTIÈME SECTION. 

Sur le mouvement d’un système de corps libres , regardés comme 
des points, et animés par des forces d’attraction. 

On peut ranger en trois classes tous les systèmes de corps qui 
agissent les uns sur les autres, et dont on peut déterminer le 
mouvement par les lois de la Mécanique -, car leur action mutuelle 
ne peut s’exercer que de trois manières differentes qui nous soient 
connues, ou par des forces d’attraction, lorsque les corps sont 
isolés, ou par des liens qui les unissent, ou enfin par la collision 
immédiate. Notre système planétaire appartient à la première 
«classe, et par cette raison les problèmes qui s’y rapportent doivent 
tenir le premier rang parmi tous les problèmes de la Dynamique. 
Nous allons en - faire l’objet de cette Section. 
i fiée. anal. Tom. II. 




SECONDE PARTI 
LA DYNAMIQUE. 



I 






a MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 

Quoique dans les - systèmes de cette classe , où les corps sont 
supposés se mouvoir librement, il soit très-facile de trouver les 
équations de leur mouvement, puisqu’il ne s’agit que de réduire 
toutes les forces à trois directions perpendiculaires entre elles, 
et d’égaler, par le principe des forces accélératrices, la force suivant 
chacune de ces directions, à l’élément de la vitesse relative à la 
même direction, divisé par l’élément du temps; néanmoins l’usage 
des formules données dans la quatrième Section est toujours pré- 
férable, parce, qu’elles fournissent directement , et sans aucune 
décomposition préalable de forces , les équations différentielles les 
plus simples , quelles que soient les coordonnées qu’on emploie 
pour déterminer la position des corps, même lorsque les corps, 
au lieu d’ètrc tout-à- fait libres, sont contraints de se mouvoir sur 
des surfaces ou des lignes données. 

Nous commencerons par rappeler les formules dont nous ferons 
usage. 



1. Soient m, m', m", etc. les masses des différons corps regar- 
dés comme des points, jc, y, z les coordonnées rectangles du 
corps m , x', y', z' celles du corps m', et ainsi de suite ; ces coor- 
données étant toutes rapportées aux mêmes axes fixes dans l’espace. 
On fera 






Et si à la place des coordonnées rectangles x, y, z on veut em- 
ployer d’autres coordonnées quelconques Ç, », Ç, il n’y aura qu’à 
substituer les valeurs de x,y, z en f, », Ç dans la formule 
dx'-+-dy‘ -t- dz‘; de même on substituera dans dx'‘-\-dy‘ % + dz' 
les valeurs de x 1 , y', z' en £', si on veut transformer les 

coordonnées rectangles x', y', z' en g', , et ainsi de suite. 

De cette manière la quantité T 1 deviendra une fonction des variables 
Ç, C> *’> C> etc., et de leurs difiérences premières. 
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SECONDE PARTIE, SECTION VIT. S 

Soient maintenant P, Q, P , etc. les forces avec lesquelles chaque 
point de la masse m tend vers des « centres fixes ou non , dont 
les distances soient r, q, p, etc., lesquelles étant données en x, 
y, z, deviendront aussi des fonctions de Ç, s, Ç; on fera 

d'n = jRJV — j~ Q^q P £ p *1“ etc., 

soit que Jïî soit une différentielle complète ou non; et dénotant 
par les mêmes lettres marquées d’un trait , de deux traits , etc. , 
les quantités analogues relatives aux corps m', m", etc.; on fera 
de plus ^ 

c f^ r = m/n + m'dïl' + mW + etc. 

Si, outre ces forces dirigées vers des centres donnés, il y avait 
des forces d’attraction mutuelle entre toutes les molécules de» 
corps m et m', en nommant r la distance de ces corps regardés 
comme des points, et R la force d’attraction dépendante de la 
distance ou non , il faudrait ajouter à le terme mm'RJr , et 
ainsi pour tous les autres corps qui s’attireraient mutuellement 
Or les corps étant supposés libres, les coordonnées qui déter- 
minent leur position dans l’espace sont indépendantes, et chacune 
d’elles, comme g , donnera une équation de la forme •» 



tr tr , ty 



a. Lorsque les quantités <fn, d'n', etc. sont des différentielles 
complètes , ce qui a toujours lieu dans le cas où les forces sont 
proportionnelles à des fonctions quelconques de leurs distances 
aux centres d’attraction, lequel est celui de la nature, il sera plus 
simple de prendre d’abord les intégrales n , n', etc. , lesquelles 
seront ' 

n = fRdr ■+■ fQdq -f- SPdp -f- etc., 
n'= fRdr‘+ fQ'dq'+ S’P’dp'+ etc., 
etc. 



4 MÉCANIQUE ANALYTIQUE, 

et la quantité V deviendra 

V' ~ mn + m'n' -f- m"n" + etc., 

laquelle étant réduite en fonction des variables g, », £', »', etc., 

il sera aisé d’en déduire par la différentiation les différences par- 
IV iV 

tielles p, — ■> etc. Dans ce cas, si les fonctions T et V ne ren- 
erinent point le temps fini t, on aura toujours l’intégrale 
r+ r= H, 

H étant une constante arbitraire, laquelle renferme le principe 
des forces vives. 



CHAPITRE PREMIER. 



Du mouvement d'un corps regardé comme un point et attiré, vers un 
centre fixe, par des forces proportionnelles à une fonction de la dis- 
tance; et en particulier du mouvement des planètes et des comètes 
autour du soleil. 



5. Lorsqu’on ne considère que le mouvement d’un corps isolé, 
on peut supposer sa masse m égale à l’unité, et l’on aura sim- 
plement 

T _ dx'+riy' + cU' jr—r\ 

T . r— n, 

et 

= 2?<fr + Qiq + 2V/> + etc. 

Dans ce cas , quelles que soient les trois coordonnées qui déter- 
minent le lieu du corps dans l’espace, comme elles sont indépen- 
dantes, elles donneront trois équations différentielles delà forme 



, ST tT , IV 

— ïf + _ °> 
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SECONDE PARTIE, SECTION VII. • B 5 
auxquelles on pourra joindre l’équation du premier ordre 

T+ y — H, 

qui tiendra lieu de l’une d’entre elles. 

Si le mouvement se faisait dans un milieu résistant, eu désignant 
la résistance par R , il n’y aurait qu’à ajouter à la valeur de f y 
les termes (art. 8, Sect. II). 

R Gs + + È J ' z )> 

: i. * * 

mais l’équation T+ y = U n’aurait plus lieu. • 

4 . Supposons que le corps m soit attiré vers un centre fixe par 
une force il fonction de la distance r du corps au centre , on aura 
simplement y =f Rdr. 

Prenons la distance r pour l’une des coordonnées du corps , et 
prenons, pour les deux autres, l’angle 4 que le rayon vecteur r fait 
avec le plan des x et y, et l’angle <p que la projection de r sur ce 
plan fait avec l’axe des x; en plaçant l’origine des coordonnées 
rectangles x, y, z dans le centre des rayons r, de manière 
que l’on ait r= y/x' -(-y* + z*, on trouve facilement 

x = rcos 4 cos V > y = rcos4sinp, z = rsin4, 
et de là » 

T = , y —fRdr. 

% 

. ■ * 

On aura donc ces trois équations différentielles relatives à r, 4, 

, tr tr , ir 

d -7Sr--r, + -ï? = °. 

, tr tr , tr 

d -tT + ~~Tï +?4 = °> 

yTtr.tr- * 

= o, 
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6 . MÉCANIQUE ANALYTIQUE, 

lesquelles deviennent 

d'r r(cos4.Mp* + <4*) , ,, 

5T* 3? h K — o». 

, t*dl , r* ain J. co» 4- df 
d -JF + = °, 

rf.ifÿ^ = 0 , 



et l’équation T+ Vz=l 1 I donnera tout de suite cette 
intégrale, 



r 1 (cos -f. J4.’) -f- dr‘ 

a? 



a/RJr = 2//, 



première 



f • # 

dans laquelle JET est une constante arbitraire. 

. ' l 

5 . La dernière des trois équations différentielles est intégrable 
d’elle-mêmc; son intégrale est 



r* cos ^’dç _ r\ 

Si — C ’ 



C étant une constante arbitraire; et la seconde devient intégrable 
en y substituant pour ^ sa valeur tirée de celle-ci, et en 

la multipliant par ar*</4; l’intégrale est 



r* d4* 
dl' 



O 

COS 4‘ 



= £*, 



E étant une nouvelle constante arbitraire. 

r « 

Je remarque d’abord sur cette intégrale, que si on suppose 
que ^ et ^ soient nuis à la fois dans un instant, ils seront tou- 
jours nécessairement nuis; car en faisant pour un instant 4 = 0 
et ~=o, la dernière équation donne C*=£* 5 et elle devient, 
par la substitution de C‘ au lieu de £*, 

-%r + +* = °> 
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SECONDE PARTIE, SECTION VH. 
laquelle ne peut avoir lieu qu’en faisant 



' 4 ' 



o et 



<f4 

dt 



o. 



La supposition dont il s’agit revient à faire ensorte que le corps 
se meuve dans un instant dans le plan des * et y , ce qui est 
toujours possible, puisque la position de ce plan est arbitraire; 
alors le corps continuera de se mouvoir dans le même plan, et 
décrira nécessairement une orbite plane, c’est-à-dire une ligne §. 
simple courbure. C’est ce qu’on peut aussi démontrer directement 
par l’intégration de la même équation. 

Car en y substituant pour dt sa valeur tirée de la première 
intégrale , elle devient 



| ° =E‘ 

cos 4> dp ‘ ' cos 4* ’ ' 



<*4 



Soit, lorsque 4 = °» tan g*> on aura 



, JE* — C‘ -H C* tang i‘ = 

et la dernière équation se changera en 
</4* 1 



c 0>4 COS »• cos 



= tang i‘ — tang 4* , 



d’où l’on tire 



d<p — 



<J4 



cos4* V t»ngi* — tang 4* ’ 



équation séparée dont l’intégrale est 

* — A = angle ( sinus = ^7 ), 

ou bien 

tang 4 = tangi x sin (4 — h), 

« i. 

h étant la valeur de 4 lorsque 4 == °- 
Celte équation fait voir que ç — h et 4 sont les deux côtés 



8 MÉCANIQUE ANALYTIQUE, 

d’un triangle sphérique rectangle dans lequel i est l’angle opposé 
au côté 4- Ainsi puisque l’arc <p — h est pris sur le plan des x,y , 
et que l’arc 4 est toujours perpendiculaire à ce même plan, il 
s’ensuit que l’arc qui joint ces deux-ci , et qui forme l’hypoténuse du 
triangle, fera avec la base <p — h l’angle constant t; par consé- 
quent cet arc passera par les extrémités de tous les arcs 4 > et 
tous les rayons r se trouveront dans le plan du même arc , lequel 
sera ainsi le plan de l’orbite du corps, dont l’inclinaison sur le plan 
Ses x et y sera l’augle constant i , et dont l’intersection avec ce 
même plan fera avec l’axe des x l’angle h. 

Si, pour fixer les idées, on prend le plan des x et y pour l’éclip- 
tique, p sera la longitude sur l’écliptique, 4 la latitude, h la Ion- • 
gitude du nœud de l’orbite, et i son inclinaison. , 



6. Prenons maintenant l’intégrale 
rqcosif'd»* -t- (i'f*) + «b* 



JC 



-+- a£Rdr=aH-, 



en y substituant pour sa valeur en d<p trouvée ci-dessus, elle 
devient 

^+£h- 

« 

laquelle doit être combinée avec l’autre intégrale 

r* cos •ÿdf „ 

r —27—-°' 

Si on y substitue la valeur de d<p tirée de celle-ci, et qu’on fasse 



ggj-j = D, on aura l’équation 



d’où l’on tire 



% + ~ + ^fRdr= *11, 



dt = 



dr 



yj 



En 
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SECONDE PARTIE, SECTION vn. g 

En intégrant cette équation on aura l’expression de t en r, et 
réciproquement celle de r en t. 

7. On aura ensuite p par l’équation 

D cos 1 dt 



dp-. 



r* cos 'J'* * 



or, comme le plan des angles p est arbitraire, si on le fait coïn- 
cider arec le plan de l’orbite, en faisant i^= o, on aura aussi 

4,= o (art. 5), par conséquent dp = ^ , et dans ce cas, l’angle 
dp sera celui que le rayon r décrit dans le plan de l’orbite. Donc 

si on désigne en général cet angle par d®, on aura d<t>= — , et 
substituant la valeur de dt en dr, 

Ddr 



d® = 



r* \J aH—afRdr~ ~ 



équation dont l’intégrale donnera la valeur de <t> en r, et récipro- 
quement celle de r en 4>. 

Ensuite on aura p en $ par l’équation 

d<p — cos ^ , 

cos i ’ • ♦ 

. , ■ „ . , * 

laquelle , en substituant pour cos 4 sa valeur tirée de l’équation 
tang 4 = tang i X sin (p — h) trouvée plus haut, devient 



dP> — 



dp 



cos t f 1 -t- tangi’sia(f — h')'} 
cos 1 d. tang(ÿ — A) 

’ cosi"4-tang(j — A)*’ 

d’ou l’on tire par l’intégration 

® + k — angl.(tang = , 

Méc. anal. Tom. II. » , . • 
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k étant une constante arbitraire ; et de là 

. tang (<p — h) = cos i x tang (<t> + k ) , 

«a 

«{nation qui indique que <t> — f— A- est l’hypoténuse du même triangle 
sphérique rectangle dont la base est -p — h, et l’angle adjacent i 
(art. 5), et dont le côté opposé à i est 4- 

On voit par là que <D + k est l’angle décrit par le rayon r dans 
le plan de l’oïbitc, et dont l’origine est à la ligne d’intersection de 
ce plan avec celui des que <p — h est l’angle décrit par la 

projection de ce rayon sur le même plan, et que i est l’inclinai- 
son du plan de l’orbite sur le plan fixe des x, y. 

8. Le problème est donc résolu, puisqu’il ne dépend plus que 
de l’intégration des deux équations séparées entre t, <I> et r ; les 
six constantes arbitraires nécessaires pour l’intégration complète 
des trois équations différentielles en r, <p et 4 seront i, h, D, II r 
et les deux que l’intégration introduira dans les valeurs de t et 
de 4L 

Dans la solution que nous venons de donner , nous avons pris 
pour coordonnées le rayon vecteur avec les deux angles de longi- 
tude et de latitude, pour nous conformer à l’usage des astronomes; 
aussi cette solution a-t-elle l’avantage d’offrir directement la plu- 
part des théorèmes que l’on ne trouve ordinairement que par la 
Trigonométrie sphérique. Mais en l’envisageant du côté analytique, 
elle est moins simple que si on avait conservé les coordonnées 
rectangles primitives; c’est ce qu’il est bon de faire voir, d’autant 
qu’iL en résultera de nouvelles formules qui pourront être utiles 
par la suite. 

9. En prenant x, y, 2 pour les trois variables indépendantes, 
les formules générales de l’article 3 donnent tout de suite les trois 
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SECONDE PARTIE, SECTION VU. 
équations différentielles 

d'x 



11 



ér 

d'y 



+ /? ï = O, 



ÿ+*î- 0 . 

W + *î = °> 

et l’équation intégrale 

+ ^ + f Rdr - H ‘ 



En chassant *R des trois équations diSérentielles , on a immé- 
diatement trois équations intégrables et dont les intégrales sont 

Xdy ydx „ . 

~^r L ’ 

tdx — xdz n 

Jt — B ' 

C, n, A étant des constantes arbitraires dont la première est la 
même que celle de l’équation T --°^ Jf =s Cde l’article 5 , parce qu’en 

effet celle-ci n’est qu’une transformée de l’équation - y ~ y ‘ lx = C 
par la substitution des valeurs de x,y, z de l’article 4 . 

Ces trois intégrales répondent à celles que nous avons données 
pour un système de oorps, dans l’article 9 de la Section III, d’où 
nous aurions pu les emprunter. 

10. En ajoutant ensemble les carrés des trois dernières équa- 
tions , et employant cette réduction connue , 

(xdy — ydx)' + (zdx — xdz)' + (ydz — zdy)' 

— (** +J'* + 2*) (dx'-h dy'+dz') — (xdx+ydy -f- zdzf, 



MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 



i a 



on a* l’équation 

r* (dx' + dy‘ + dz') — r'dr' 

~dF 



A' + B' -h C‘, 



laquelle, en y substituant pour dx'-+- dy % 4- dz‘, sa valeur tirée 
de la première intégrale, et faisant pour abréger. 



donne 

« 

d’où l’on tire tout de suite 



A’ 4- B' + C* = D‘, 



zr*{H-fRJr)-ï§ = D', 



Ut • ■ .T ■ . -^= , 

\J a (H — fRdr) - £ 

comme dans l’article 6. 

Les mêmes équations étant ajoutées ensemble, apres avoir 
multiplié la première par z, la seconde par y et la troisième par x, 
donnent celle-ci : 

Ci + By -f- Ax — o, 

laquelle est à un plan passant par l’origine des coordonnées, 
et fait voir que l’orbite décrite par le corps est une courbe plane 
décrite autour du centre des forces. 



il. Nommons £,*» les coordonnées rectangles de cette courbe, 
l’axe des § étant pris dans la ligue d’intersection du plan de la 
courbe avec celui des x, y-, nommons de plus, comme dans 
l’article 5, i l’angle formé par ces deux plans, et h l’angle que 
la même ligne d’intersection fait avec l’axe des x; ces deux 
quantités i et h seront constantes ; et par les formules connues 
de la transformation des coordonnées, on aura 

X = Ç cos h — scosf sin/j, 
y = gsmA + » cos /cos h, 
z — » siu i. 
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Ces valeurs étant substituées dans les mêmes équations, donne- 
ront celles-ci : 



Ajoutant leurs carrés ensemble, et extrayant ensuite la racine, 
on a 

~ SH = D (arl.6); 

de sorte que les valeurs des constantes A , B, C seront 

C = Dcosi, B — — D sin i cos h , A — Z? sin i sin A. 

Or désignant par 4 -f -l, comme dans l’article 7, l’angle que le 
rayon r fait avec la ligue d’intersection du plan de l’orbite et du 
plan fixe des x,y, il est clair qu’on aura 

Ç = rcos(<]>-M), >1 = r sin ( 4 -+-*), 

et la dernière des équations précédentes deviendra 

r'iiQ = Ddt, 

laquelle donne le théorème connu des secteurs y>*rf4 proportion- 
nels aux temps t. 

Substituant la valeur de dt, on aura 
d<J> = — -- ndr 

r ‘WiH—afRdr — — 
y r 

comme dans l’article cité. 

Ainsi le problème est de nouveau réduit à l’intégration des deux 



Ed* — it . _ 

j t — 5 cos 1 = C, 

sin i cos h = B , 
^ ~~ ïîî 8 ^ n * s* 11 A — A. 
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équations séparées en t, O et r, que nous avions déjà trouvées . 
ci-dessus (art. 6 et 7) ; mais cette intégration dépend de l’expres- 
sion de la force centrale R en fonction du rayon r. 

* . 

12. On voit par ces équations, que ce rayon sera le plus grand 
ou le plus petit , soit relativement au temps t , soit relativement 
à l’angle <t>, lorsqu’il sera déterminé par l’équation 

2 H — ifRdr — ^ = o. 

Supposons qu’en intégrant ces mêmes équations, on prenne les 
intégrales en r de leurs seconds membres, de manière qu’elles 

commencent au point où r est un minimum , et que l’angle ® 

« 

commence aussi à ce point, l’angle k sera alors celui que le rayon 
• qui passe par le même point fera avec la ligue d’intersection de 
l’orbite avec le plan fixe (art. 7); et cette constante k, jointe à 
celle que l’intégration peut ajouter à t, et aux constantes A, B, 

C, H, ou D, i, h, H, complétera le nombre des six cons- 
tantes arbitraires que l’intégration des trois équations différen- 
tielles en x, y, z et t doit donner. 

i 5 . Si maintenant on fait 

X = r cos®, Y = r cos®, 

il est clair que X et Y seront les coordonnées rectangles de la 
courbe, placées dans son plan, et ayant la même origine que le 
rayon r, les abscisses X étant dirigées vers le point où r est 
un minimum ; et si on substitue ces quantités dans les expres- 
sions de § et a de l’article 1 1 , on aura 

Ç = Xcosi — Ysini-, s = Ycosi -f- Xsinf. 

Substituons ces valeurs dans celles de je, y, z du meme article, 
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et faisons pour abréger , 

a ss cos A cos h — sin k sin h cos i , 
fi — — sin A cos A — cos k sin h cos i, 

*,= cosAsinA 4" sin A cos h cos i, 
fi,= — sin A sin A 4- cos A cos A cos i , 
a.= sin A sin i, 
fi, s= cos A sin i, 

on aura 

x — aX -f- fiY = r(<* cos® 4- jâsin<5), 
y = a,X 4- fi,Y= r(ot,cos<t> 4- /3,sin<b), 

Z = a,X 4- fi,Y= r(a,cos«l> 4- /S.sin®), 

expressions qui ont cet avantage, que les quantités dépendantes du 
mouvement dans l’orbite sont séparées des quantités qui dépendent 
uniquement de la position de l’orbite, relativement au plan fixe 
des x, y. - • ». - 

Ces expressions de x, y, z sont conformes à la théorie géné- 
rale exposée dans la seconde Section (art. 10), et on aurait pu 
les en déduire immédiatement. 

En effet, en considérant tout de suite le mouvement dans l’or- 
bite, on a les coordonnées X, Y, la troisième Z étant nulle, 
lesquelles ne renfermant que trois constantes arbitraires, peuvent 
être regardées comme des valeurs particulières des coordonnées 
générales x, y, z; ensuite on aura celles-ci, par le moyen des 
cocfticiens a, fi, a , , etc., qui renferment les trois autres constantes. 
■» ■ . • 

i4. Si, au lieu de considérer le mouvement dans l’orbite propre 
du coi-f0 on rapportait ce mouvement à un plan quelconque, par 
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les trois coordonnées X, Y, Z , lesquelles ne continssent aussi 
que trois constantes arbitraires, on aurait alors par la meme théo- 
rie les expressions générales 

x = a.X *1- /S Y + y Z , 
y = ct,X+ /3.Y+ y,Z, 
z = ct,X-h 0.Y+ y % Z , 

• w 

et comme on a trouvé dans l’article 10 de la troisième Section, 

y = “A — @, a , , *. = /3<*. — «& , y, = a^ t —l 3«. , 

on aurait 

y = sin h sin i , y, = — cos h sin i , y, = cosz. 

Ces valeurs de y, a.,, etc. renfermant les trois arbitraires 
k, h, i satisfont d’unq manière générale aux six équations de con- 
dition données dans l’article 10 de la Section III de la première 
Partie, 

a‘+*:+*; = i, Æ'+Æ; = ?, 4 ->î=i, 

T * 

a^ + a l ^,-j-a,,S, = o, ay -f-ot,} ,-\-a,y,z=:o, /3>4-/3,>,-+-/3,y, = o. 

Après avoir donné fes formules générales pour le mouvement 
d’un corps attiré vers un point fixe, il ne reste qu’à les appliquer 
au mouvement des planètes et des comètes j c’est l’objet des pa- 
ragraphes suivans. 

5 i- 

¥ 

Du mouvement des planètes et des comètes autour du soleil 
supposé fixe. 

i5. Dans le système du monde, la force attractive étant en raison 
inversa du carré des distances, on fera 11 = —, g étai^la force 

, . attractive 
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attractive d’une planète vers le soleil, à la distance =1 , ce qui 
donnera fRdr— — 

Substituant cette valeur dans l’équation entre $ et r (art 1 1) , 

on voit que la quantité sous le signe devient sEf+y—^r , la- 
quelle peut se mettre sous la forme 



’*+£-(? -i)‘> 



alors le second membre de l’équation exprimera la différentielle de 
l’angle ayant pour cosinus la quantité 



s 

D 



v/ a * + £' 



de sorte qu’intégrant, ajoutant à <t> la constante arbitraire K, et 
passant des arcs à leurs cosinus, on aura* 



g; xeos (♦+*). 



On voit que la plus petite valeur de r aura lieu lorsque l’angle 
4 > +K est nul; de sorte que, comme nous avons supposé (art. 12) 
que l’angle 6 commence au point qui répond au minimum de r, 
on aura K = o. , 

Donc, en faisant pour abréger. 



on aura 




-/ 



. a BD' 

' + —■ • 



i 



l e cos* ’ 

équation polaire d’une section conique dont b est le paramètre ,e l’ex- 
centricité, c’est-à-dire, le rapport de la distance des foyers au grand 
axe , r le rayon vecteur partant d’un des foyers , et <t> l’angle qu’il 
fait avec la partie du grand axe qui répond au sommet le plus 
* proche de ce foyer. • 

Mcc. anal. Tom. II. 



S 
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La plus grande et Ta plus petite valeur de r étant » 

leur demi-somme sera c’est la distance moyenne que noua 

désignerons par a; de sorte qn’on aura 
: . ' ‘V b = 0(1 — e*), 

et si on substitue ici pour b ot e leurs valeurs- en D et H, on 
aura 

1 I — e* ili _ 

4 . «■ ~ i~’ 



d’où l’on voit que la constante H doit être négative pour que 
l’orbite soit elliptique; si elle était nulle, l’axe aa serait infini, 
et l’orbite deviendrait parabolique; mais si elle était positive, l’axe 
aa serait négatif et l’orbite serait hyperbolique. Dans le premier 
cas, la «valeur de l’excentricité e sera moindre que L’unité; cU6 
sera = x dans le second cas , et > 1 dans le troisième. * 

> » 7 a encore une autre hypothèse d’attraction: qui donne aussi 
une orbite elliptique , c’est l'attraction en raison directe des dis- 
tances; mais comme elle n’est point applicable aux planètes, nous 
ne nous y arrêterons pas icL On peut voir les 1 ' rincipes de Newton 
et les ouvrages ou. Tou a traduit ses théories en Analyse. 

*V *4 P 

16. Revenons maintenant à I équation qui donne J en r (art. îo), 
et subslituons-y — ® à la place, de fR(fr, gf = ga(i — e*) à la 



place de D % , et — h à la place de- a H-, elle deviendra 

V *1 JtLm—.*: 



Faisons î— \~ e cos fl, cc qui donne 
r = o(i — ecosfi), 
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• - ■ ■ < 

dt = y/jX'O — ecos 6)<H, 

i 1 

et intégrant avec une constante arbitraire c, „ 

t — c = y/j x (0 — esinfl). 

Cette équation donnera 8 en t, et comme on a r en 6, on aura 
par la substitution, r en t. 

, Si on lait la même substitution dans l’équation entre •et r de 
l’art. 1 1 , on aura celle-ci : 



d<S> — 



dont l’intégrale est 



di\ i .... 

■ — é'eosi ’ 



® = ang/sin— - ^ 4- const. 

Mais on peut avoir la valeur de ® en 0 sans une nouvelle inté- 
gration, par la simple comparaison des valeurs de r, laquelle 
donne l’équation 

— — - = a(i — scosfl) , 

i -f- e co» 4> ■ ' y 1 

d’où l’on tire , à cause de . b =^.a(i — e') , 



cos® = 



co» 8 — e 

ï~— ëëôTS ’ 



sin® = 



lin i 



10 ~ 



et de là 



fcng* = .v/(S) xtan 6 I' 



On voit par ces formules, que lorsque l’angle 6 est augmenté’ de 
3 Ko* le rayon r revient le même , et que l’angle ® est aussi aug- 
menté de 36o*. Ainsi la planète revient au même point , après 
avoir fait une révolution entière. Or l’angle 0 augmentant de 56o*, 

le temps t se trouve augmenté de x 36o*; c’est le temps 
que la planète emploie pour revenir au même point de son or- 
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bitc, et qu'on nomme le temps périodique. Ainsi ce temps ne 
dépend que du grand axe za , et il est le même que si la planète m 
décrivait un cercle ayant pour rayon la distance moyenne a. Dans 

ce cas on aurait e = o, t — c = & et 0= <t>; ainsi le temps 

serait proportionnel aux angles parcourus. Et si on suppose 
. g = i , et qu’on prenne la distance moyenne a de la terre pour 
l’unité des distances, les temps seront représentés par les 
angles mêmes que la terre décrirait si elle se mouvait dans un 
cercle dont la distance moyenne serait le rayon, avec une vitesse 
égale à l’unité. Le mouvement, dans ce cercle , est celui que les 
astronomes appellent mouvement moyen de la terre ou du soleil , 
et auquel ils rapportent communément les mouvements des autres 
planètes. 



17. Lorsque l'orbite est hyperbolique, le grand axe a devient 
négatif, et l’angle 6 imaginaire. Pour appliquer les formules pré- 

cédentcs à ce cas, faisons a — — A, et fi = — — , on aura par 



les formules connues, i étant le nombre dont le logarithme hyper- 
bolique est 1, 






■9 . — © 
* +* 



et les équations de l’article précédent deviendront 




à canse de e> 1. 

• a 

m 

M. . 

18. L’équation r(t -+■ ecos <!>) = b, trouvée dans l’article iS, 
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donne, en substituant X pour rcosfc (art. i 3 ), 

jç b — r a (1 — e*) — r 

. e e * 

Substituant pour r sa valeur en S, a( 1 — ecosfl), on aura 

X — a (cos fl — e), 

et comme Y = s/r' — X', on trouvera 

Y = a\/\ — e* x sin S, 

expressions fort simples qu’on pourra substituer dans les ex- 
pressions générales de x, y , z du même article. 

Ainsi il ne s’agira plus que de substituer la valeur de fl en t, 
tirée de l'équation donnée dans l’article \ 6 , pour avoir les trois 
coordonnées en fonctions du temps. 

j 9. L’angle fl que nous venons d’introduire à la place de t, est 
ce qu’on appelle en Astronomie anomalie excentrique , et qui 

répond à l 'anomalie moyenne ( t — c ) y/J, et à V anomalie 

vraie $>; mais les astronomes ont coutume décompter ces angle» 
depuis le sommet de l’ellipse le plus éloigné du foyer où le soleil 
est supposé placé, et qu’on nomme aphélie ou apside supérieure, 
au lieu que dans les formules précédentes, ils sont supposés comptés 
depuis le sommet le plus proche du meme foyer, qu’on nomme 
périhélie ou apside inférieure. Pour les rapporter à f aphélie, il 
n’y aurait qu’à y ajouter l’angle de 180», ou, ce qui revient au 
même , changer le signe de la quantité e ; mais en prenant l’ori- 
gine des anomalies au périhélie, on a l’avantage d’avoir des formules 
également -applicables aux planètes, dont l’excentricSté , est assez 
petite, et aux comètes, dont l’excentricité est presqu’égale à l’unité, 
leur grand axe étant très-grand, tandis que le paramètre conserve 
une valeur finie. 



O 
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20. Il nous reste à déterminer 9 en t, c’est-à-dire l’anomalie 
excentrique par l’anomalie moyenne; c’est le problème connu sous 
le nom de problème de Képler, parce qu’il est le premier qui 
l’ait proposé et qui en ait cherclté une solution. Comme Péquatiou 
entre t et fi est transcendante , il est impossible d’avoir en géné- 
ral la valeur de fl en t par une expression finie; mais en suppo- 
sant l’excentricité e fort petite, on peut l’avoir par une série plus 
ou moins convergente. Pour y parvenir do la manière la plus 
simple, nous ferons usage de la formule générale que nous avons 
démontrée ailleurs (*) , pour la résolution en série d'une équation 
quelconque. 

Soit une équation éc la forme ~ 

u = fl — /.fl; 

/fl dénotant une fonction quelconque de 8 , on aura réciproquement 



... r.. . d.lf.uy , dvf/.u) 1 , 

= u+J.u-\ ^ + 



>. 3 du' 



etc. 



En général, si ou demande la valeur d’une fonction quelconque 



(I F' 6 

de fl désignée par F- 6 , on fera F. 9 = , et l’on aura 

F. fl = F.u+f.uxF'.u + i-Z(f- u Yjxr- !!l 



a. 3 du' 



etc. 



2i. Pour appliquer cette formule à l’équation de l’article îG, on 
fera f. fl = e sinô , et 

u = (t — c) y/Ji; 

on aura immédiatement 



J. «in u 1 



, . ‘ , rfVsintr* , . 

iu + eawu + e‘ -^ + e' +.etc., 

où il n’y aura plus qu’à exécuter les différentiations indiquées; 



(*) Voyez les Mém< de Berlin, années 17S8— 9 ; la Théofie des Fonctions , 
cbap. XVI, première Partie, et le Traité de Résolution des équations, note 11. 
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mais pour avoir des expressions plus simples, il conviendra de 
développer auparavant les puissances des sinus en sinus et cosinus 
d’angles multiples de u. 

On aura de même 

sin 9 = sinu + e sin u cos u -+- e' — ^ ln ü * coa .üj 

a du 



. d*. (sin u* cosu) 

^ TMT' ^ etc - » 
cos8 = cos u — e sin u' — e* 

adu 



. « d * . sin u* 

+ - etc * 



d 8 ' n U * 

tangfl = tang u + e^ + e' -jjp 



-f- e’ 



i- 8in u> 

—EP‘ U ' 4. etc 

a.3du‘ ^ C ' 



On aura ainsi, par les formules des articles 16 et 17, 

•y , 

r = a (1 — e cos u -f- e* sin u*.+ e’ — 1°-^ 

+ ~ elc -> , 

f" = a" [_(i — e cos u)‘ -+- ne' sin u* (1 — e eos n)— 

. nrV.sinu*(i — eeosu )* -1 . - ~l 

H ^ ' f" etC J» 

X = a j^cos M — e(i + sinu*) — e* 

d* . sin u* "1 

a. 3 du* ete - J > 



, t/.aini / 5 
a du 



— e % 



. — «i • — 

Y = A 0 — e' x ^sinu+esinucosn-f- Üüü^!fiîü) 
etc. ) , 



1 „s d*.(iinu’cosu) 

+ e — 037 ” 



^"65 =. v/(S) x ( tan 8s + e r 



fin u* 



d.. 



-f- <?* 



finu* 

1 + cosu 
udu 



-f- cos u 

u 5 ■ * . 
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as. On pourrait tirer de là la valeur de l’angle 4> par la série 
qui donne l’angle par la tangente; mais on aurait difficilement de 
cette manière une série dont on pût connaître la loi. Pour obtenir 
une telle série, il faudra tirer d’abord la valeur de l’angle <î> de 
l’équation 

à — x tang â ’ 

ce qu’on peut faire d’nnc manière élégante, en employant les expo- 
nentielles imaginaires. On aura ainsi cette transformée, en pre- 
nant i pour le nombre dont le logarithme hyperbolique est 
l’unité , 



- t/— 1 t/— I 

a Y » a v 

i — i 

♦ , 

- v/— i — - y'— * 

.a r , • a r 






9 / 9 / 

- v~ 1 — v— « 

a r a 



- 4 

1/ — i 1/ — 1 

■a r , . a v 

» + * 



laquelle se réduit à celle-ci : ' 

* • " . 

V — 1 , 



."■V — __ . A-f-e 

i*^-* + « -V— « X 7V-. +1 ' 

l A 

d’où l'on tire, en faisant = 

9 - > 

*V/— i . 



ou bien , en supposant JS s= : - 7 4 = .* — , 

‘ - *+• i+v^i— «* 

,»y—i 1 „ r— # 

Prenons maintenant les logarithmes des deux membres, on aura, 
en divisant par ÿ—i , 

réduisant 
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réduisant les logarithmes du second membre en série , et substi- 
tuant , ensuite , à la place des exponentielles imaginaires , les sinus 
rcels qui y répondent, on aura enfin la série (*) 

aJS sinfl -f- sin afl + sin 3S + etc. 



Il ne s’agira donc plus que de substituer pour 8 sa valeur en u. 

Si donc on fait, pour abréger, 

» 

U— cos u + E cos au -f- E* cos 3a + etc . , 

on aura 



4> = u -f- nE sina sin au -f- -y sin 3u -j- etc. 

-f- aeEUsva u -f- ^ "jj, 1 "" ^ + ae’E ^ ■+■ etc. 



On peut réduire la valeur d e U à une forme finie, et l’on trouve 



U = 



O + v'Ttr?? cos r/ — e 



aO-je cosu) 



l— a/sccwu -f- /?* * 

Ces formules ont l’avantage de donnera loi des séries, qui n’était 
pas connue auparavant. 



a5. Puisqu’en prenant le plan des x, y pour celui de l’écliptique 
supposée fixe , et supposant l’axe des x dirigé vers le premier 
point d’ Arles, l’angle <p est ce qu’on appelle la longitude de U 
planète, l’angle h est la longitude du nœud, l’angle 4/ est la latitude 
il est clair que l’angle <X>+£ , dont tp — h est la projection sur l’éclip- 
tique, sera la longitude dans l’orbite comptée du nœud, ou ce qu’on 
appelle l ’ argument de la latitude , et l’équation (art. 7) 
tang (<p — h) — cos ix tang (#-}-£), 
qui donne l’angle <p par <b , pourra , lorsque l’inclinaison est assez 
petite, sc résoudre en série par la méthode des exponentielles inut- 



CO Voyez dans les Mémoires de l'Académie de Berlin, de 1776, plusieurs 
applications de cette méthode. 

Mic. anal. Tome II. 



4 




I 
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ginalres employée ci-dessus. II n’y aura qu’à mettre, dans l’expres- 
sion de 4> en S, <p — h à la place de ^ , i> k à la place de -, et 
costà la place de e, ce qui donnera 




et Fon aura , > 

t ' * • * • 

<P— ■ h=(Q+k)— (taug j)‘sin a(<D-f-AJ-f-d(tang Q 4 sin4(<H-A) 

— 3 (^ 3 )' s“> 6 (*+A) + etc. 

L’équation qui donne 4* en <p (art. 5) , 

tang 4 . =S tang i x sin (<p — 7i ) , 

pourrait aussi se résoudre de la même manière; mais il en résul- 
terait une série moins élégante. On aurait d’abord l’équation en 
exponentielles imaginaires, i étant le nombre dont le logarithme 
hyperbolique est 1 , 

.4 1/— « _ —W— « j(f- A)i/— 1 _ .— (*— A)—*/, 

= fngtx 5 — , 

d’où l’on tirerait 

. ■ ,4. îfîÊi V— >_ t/~> x 

* MV— 1 __ + a c 21 _ 

1 , _ Un S‘ «G?— M V — > (p— h)ÿ — 1 ’ 

a ^ ' , 

et prenant les logarithmes , 

. I— t»"M V — 1 (f— /QyA-i, • 

T a y / — i ' J 

■ , tangi 5 V— 1 A)»/— «m * 

+ 3.8v>-V l* “ 1 > 

tangi» /:(? — A)V / — >\s 
^ è.3»j, — . 1* 1 , ' ’ 

otc. ; 
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enfin, en développant les puissances des exponentielles imaginaires 

„ et y substituant les sinus qui y répondent, on aurait 

* > 

f. t J •* 

4 = tang i x sin (<p — h) 

-f- [sin 3({> — //) — 3sin ($> — A)] 

4- [sin 5((p — A) — 5sin 5 (<p — A) + 1 o sin ($ — h)) ». 

etc. 

Les séries que nous venons de douoçr ne sont Convergentes 
qu’à raison de la petitesse de rexTentrieité p ou de l’inclinaison i , 
et ne sont par conséquent applicables qu’aux orbites elliptiques 
peu differentes du cercle et peu inclinées, telles que celles des 
planètes cldc leurs satellites ; il n’y aurait d’exceplion que pour l’allas, 
une des quatre nouvelles petites planètes, dont l’inclinaison sur 

l’écliptique est d’environ 34*, ce qui donne pour (tang ^ une frac- 
tion encore assez petite; de sorte que la série de la valeur de <p eu <t> 
sera très -convergente, mais la série de 4 en 9 I e sera beaucoup 
moins. 

w 

* a4. Après le cas où l'excentricité e est très-petite, le problème 
de Kepler est encore résoluble analytiquement, dans le cas où 
l’excentricité est peu différente de l’unité, et qui est celui des 
orbites presque paraboliques, comme celles des comètes. Dans ce 
cas, le demi-grand axe a devient très- grand, et l’équation de 
l’article i5, " ' _ ' \ 

I ' i i—e' 
a = b * 



dans laquelle A est le demi paramètre , donne 



V a * a a 8«* 



-b etc. 
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4 L’équation entre t et fl (art. 16J étant mise sons la forme 

. (*— c )y/p = 6 — gs 'n6» 

feit voir que lorsque a est très-grand, ,9 devient très-petit, de 

g] 

sorte qu’on peut développer sin 9 en 9 — j-g-f-- g ^ ~g — etc - 
En faisant ces substitutions dans l’équation précédente , on aura 



\Zz= O — + etC - 

+ L ( 8 - ctc -)“È - etc -> + etc ‘ 



où l’on voit que la quantité fl est de l’ordre de Si donc on fait 

fl = , qt qu’on ne pousse l’approximation que jusqu’aux termes 

de l’ordre - , on aura 



(*-«)•< 6 = ;®+ r 3 ®’ 

+ K* e “* 4^3 °* etC * 

-ir * * 

On trouvera par les mêmes réductions, 

r = I (i + ^e*) + etc-, 

teI , g * = • 7 ï 0 -^-( 0 + À 0 ‘)« 

X=i(é-«‘) + £(i + Jo'), 

✓Jxe.-â e ’- 

à 

Soit T la valeur de © lorsque a~oo, ce qui est le cas de la 
parabole; on a pour déterminer T en / l’équation du troisième 
degré, _ - 

T + îbT^m — cjv'gj - 
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laquelle douce 

T= Vb(l — c) Vg + c)*g-f-V 
■+• v'^f — c) — ^9(1 — c)*g 6*}. 



jg. 



et si ou &it 



4*7* . 6T 3 , T» 
j* __ 4_ + 3 "'"3^1 



» 

v 

* 



ou ai 



iurà © = 



* 4+ 



W 



T+ — + ètc. , et de là 



* T r /7V4 . 7’’ T'\ 



T> 

i*yb 



». 



^“*5 — iTJ^ïC^ 

r= r/à + i(H^-rvà) 

Mais l’irrationnalité de l'expression de T’empêchera toujours que 
ces formules ne soient d’un grand usage dans le calcul analytique 
des orbites paraboliques ou presque paraboliques 

'*• f ■ . « f J ' 

a5. Il est bon de remarquer, relativement au mouvement para- 
bolique, qtfon peut déterminer le temps employé à parcourir un 
arc quelconque de la parabole , par une /ormule assez simple, qui 
ne renferme que la somme des rayons vecteurs qui répondent aux 
deux extrémités de l’arc, et la. corde qui soulcnd «et arc. 

En faisant a infini et 0 = r \/l , les formules précédentes donnent 



Sti- 



6(t — c )Vg— r=tang?, 



■ê 



* r = b(t + T*), ÎX^l(i Y=br: 

m fo - 

Marquons par un trait les mêmes quantités rapportée# à un autre 
point de la parabole- la différence t'-t, ou le temps employé à 
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parcourir un arc de parabole contenu entre deux points donnés 

sera exprimé par la formule 

6 )/' — tV g = b\/b [3-f- r* -+- T-r'-f- t'*) (r'— r). 



Or on a X=b — r, Y=\/ ibr — b', et si on nomme v la corde 
qui joint les deux extrémités des rayons r et /, on aura 

v' = (x'—xy -HfT'— ry = (/—/')* 



-f- (\/ aii/ — b‘ — \/ ibr — b % y. 

Soit, pour abréger, 

U' — v' — (/— r")‘» 

\ 

U — \Jibf — b' — >Jibr — T', 



on aura 



équation d’où il s’agit de tirer la valeur de b. 

Faisant disparaître les radioaux et ordonnant les termes par 
rapport à b, on a 



V* 



b'l(r'—ry + U']— bU'(r l -t*r)-+-~r=zo, 
d’où l’on tire 

* t _ l"(r'+r+ \Z 4 r~-fr) 

~~ ■[(«'— r)* +1^ • 



ou bien en multipliant le haut et le bas par r l + r — s/^r'r — U *, 

h _ P* ' r i . 

.. a (/-(-r — S/ 4/' — U‘~) 



Maintenant on a r=— ^ — — ; donc 



r'— r = y , et /r* -f- r'* tt' : 



3 (r+o -r. ^ 



ai* 



donc 



6{t'- 0/8=^ [6* (f'+ 0 - U*] ; 



t 
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substituant la valeur de b, cette quantité devient 

[a(r-j- r') \/irr ' — t/*] i/[a(r , + r) — a V' i ±rr' — 17 *]. 

Donc enfin, en remettant pour £/* sa valeur, et faisant r+r'=*r, 
on aura 

4 , , _ (Si 4 - t/V— f 1 ) v/faj — a — ^ ) 

* “ ‘ *7ë ' 

« . 

expression qui peut se mettre sous la forme suivante , plus simple» 
t'— t 

* _ 

comme on peut s’en assurer en prenant les carrés. 



+ O — « 0 * 



26. Cette formule élégante a été donnée d’abord par Euler , dans 
le septième volume des Miscel/anea Berolinensis. On- pourrait 
la déduire du lemme X du troisième livre des Principes mathé- 
matiques, en traduisant en analyse la construction par laquelle 
"Newton détermine la vitesse qui ferait parcourir uniformément 
la corde d'un arc de parabole^, dans le même temps que l’arc 
serait parcouru par une comète, et en observant que dans la 
parabole la demi-somme des rayons vecteurs qui aboutissent aux 
extrémités d’un arc quelconque, est toujours égale au rayon vec- 
teur qui aboutit au sommet du diamètre mené par le milieu de 
la corde parallèlement à l’axe , plus à la partie de ce diamètre 
interceptée entre l’arc et la corde; $’où et du lemme IX on tire 
la valeur de ce dernier rayon, exprimée par la corde et par- 
la somme des rayons vecteurs qui répondent à ses deux extré- 
mités. 

* 

O11 verra plus bas comment on peut étendre la même formule 
au mouvement elliptique ou hyperbolique. * * 



27. j En(yi l’é<piation entre 6 et l est toujours résoluble par op- 
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proximation , lorsqu’on suppose le temps t très-petit} on a alors 
pour 8 , et par conséquent pour toutes les variables qui en dé- 
pendent, des séries ordonuées suivant les puissances de t, et 
qui seront d’autant plus convergentes que la valeur de t sera 
plus petite. Mais dans ce cas il est plus simple d’en tirer la solu- 
tion directement des équations différentielles en x , y, z et t de 

l’art. 9, en y faisant R — 

En regardant les variables x, y, z comme des fonctions de t, 
et supposant qu’elles deviennent ac-f-jc', y-\rÿ, z-f-z', lorsque t 
devient /-H', on a en général, par le théorème connu, * 



’ , .y' = % t+ÿx^+ÿ *ri + etc -> * 

f dz w , d*z ('* . tft < ,J , 

* = 37 * + d? x T + rfP x O + elc » 

et il ne s’agira que d’y substituer les valeurs des différentielles de 

x,y, z, déduites des trois équations 

«** , B* , «v , p_„ 

5 ^ + 73 o> + 7 r — °» 5T.+7T — °» 



auxquelles on pourra joindre, pour simplifier le calcul, l’équation 
en r de l’article 10, 



a Ut* -f- agr — -^r = 

laquelle étant différentiée et divisée par 3 rdr, donne 

„ rf 1 g djrdr 

aJ/ 4 -- — tjt — o, 



d’où , en différentiant de nouveau et faisant , pour abréger , 
s — r -j ' , on a celle-ci : 



df 




laquelle est tout-à-fait semblable aux précédentes. 
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Oa aura ainsi, par des différentiations et des substitutions suc- 
cessives , 



<fix 



7F ~ 



<Px 



Pf 



3g* £ „ Te 

7F — ~7~ X r* X dt’ 



d*x 

HF 



/3g ds 3,5gi* , g*\ ... 

= V.?- * 7t ? — ^7)* 



a. 3g* dx 

X -3F* 



«P* f 3.3.5g .. sds , 3.5.7g* 3 3.5g**\„ 

7F ~ V ~ X 3F H 7 7~) X 

ds 

7t ' 



. /3.3g ds 

+ (- 7 ?x Tf ~ 



3.3.5g** , g*\3r 

— r 7J7Ï * 



et ainsi de suite. 

On aura de pareilles expressions pour les différentielles de y 
et z , en changeant seulement * en y et z. 

< ■ ■* 

a8. On fera donc ces substitutions, et comme les quantités*, 
y z et leurs différentielles se rapportent , dans ces formules , au 
commencement du temps t\ si on y change t en t, et qu’on dé- 
signe par x, y, z, r, s les valeurs de x, y, z, r, f qui répondent 
àt=o, et qu’on suppose, pour abréger, 

r= . 

r=‘-<tx^+--¥»ïh 

. /3.3g <èi 3.3.5g»* . g" \ fi , 

F £ '+W x rfT? +€t c., 

* » 

on aura ces expressions: 

x=xT+ÿr, z=zT+%r-. 



Mèc. anal. Tom. II. 

•* 
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ds 



A l’cgard des constantes s et que renferment ces expressions, 

il est bon de remarquer qu’elles se réduisent immédiatement aux 
constantes D et //, d’où dépendent les élémens a, b, c de l’or- 
bite elliptique, comme nous l’avons vu dans l’article 8. Car en 
rapportant au commencement du temps t les deux équations en r 
de l’article précédent, on a 



(rrfr)* 



rdt 



dl' 



a gr = aHr‘ — D', d.~ — * = 3 J/, 



savoir : 



d , 



s* = agr + 2 iZr* — D‘, j t = a H -h p , 



et substituant pour H et D * leurs valeurs — ^ , et gb (art. i5), 
on aura 

* = * G — ?)» 

d’où l’on tire 



ds 

P» 



j ar r* s* 



On voit par là que les quantités T et y ne dépendent que de la 
figure de l’orbite, et nullement de la position de son plan. 

ag. Comme la quantité ou s est déterminée par une équa- 
tion différentielle semblable à celles qui déterminent x, on aura 
aussi pour cette quantité une expression semblable , en changeant 

seulement x et en s et On aura ainsi 

s = % = sT+$y. 

De là , en intégrant et ajoutant la constante r*, 

ûdt 



i- = r + nfTdt+^frdt, 



4 



--J” 
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où les intégrales doivent être prises de manière qu’elles soient 
nulles lorsque t=o. On aura ainsi, en substituant les valeurs de 
T et V, et ordonnant les termes par rapport aux puissances de t, 






r» = r* + ast + T r 



+ 



(3& _ 



X 



•(? 



fds 



dt 
dt)- 



S v i 

r> x î 



‘3.4 



etc. 



Celte expression de r* doit être identique avec celle que don- 
neraient les valeurs de x, y, z; car puisque r* = x‘ +y* •+■ z*, 
on aura aussi 



r* = (x- + y ■ + z*) T* + » + ^ Ty 

. dx' 4- dy' + dz' Tj r, 

H dt' * 



.. ..... . xrfx-4-yrfy 4- zdz tdt 

Or x*-4-j* + z*=r‘, — — = -j t = s, et 

dx ■ + rfy* 4- rf?.* 



dr 



= ail +-f (art. 9 ) 
rf.rrfr , e , . . ds , g 

= -2r + F( art - a 7) = 3 + f' 

de sorte qu’on aura 

= r*r* + « TV+ ( J + f) 

• * t 

valeur qui coïncide avec la précédente. 

• » 

$ II. . 

ai m 

Détermination des èlémens du mouvement elliptique , ou parabolique. 

5o. Dans la théorie des planètes, on nomme èlémens les six 
quantités constantes qui servent à déterminer la figure de l’orbite, 
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sa position par rapport à un plan fixe qu’on prend pour celui de 
l’écliptique, et l'époque ou le moment du passage par l’aphélie ou 
par le périhélie. 

Soit, comme dans le paragraphe précédent, a le demi-grand axe 
ou la distance moyenne , et b le demi-paramètre; ces deux élé- 
mens déterminent la figure de l’orbite, et si on nomme e l'excen- 
tricité, ou plutôt le rapport de la distance des deux foyers au 
grand axe, on a b~a(i — e % ), et par conséquent 




Soit, de plus, c le temps qui répond au passage de la planète 
par le périhélie ; cet élément, avec les deux précédens, servira à 
déterminer le mouvement elliptique , indépendamment de la posi- 
tion de l’orbite dans l’espace. 

Pour déterminer cette position, soit k la longitude du périhélie 
comptée depuis la ligne des nœuds, c’est-à-dire, l’angle que la par- 
tie du grand axe qui répond an périhélie fait avec la ligne d’inter- 
section du plan de l’orbite, avec un plan fixe; cet élément déter- 
mine la position de l’ellipse sur le- plan de l’orbite. 

Soit enfin i l’inclinaison de ce plan sur le plan fixe auquel on le 
rapporte, et qu’en Astronomie on prend ordinairement pour l’éclip- 
tique ; nous le prenons dans nos formules pour celui des coordon- 
nées x, y, et soit h la longitude du nœud , c’est-à-dire, l’angle que 
l’intersection des deux plans fait avec une ligne fixe, que les astro- 
nomes supposent dirigée vers le premier point d 'Aries , et que 
nous prenons pour l’axe des x. 

Ces six quantités a, b, c, h, i, k sont les élémens qu’il s’agit 
de déterminer, d’après quelques circonstances du mouvement ellip- 
tique donné. 

3i. Le cas le plus simple de ce problème est celui où on connaît 
la position du mobile, sa vitesse et sa direction dans un instant 
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t 

quelconque donné. Dans ce cas, les données sont les valeurs de 
x, y, z, ~Tt P our 1111 ‘“si 3111 donné, valeurs que nous dési- 

gnerons par les lettres romaines x, y, z, % % 37 > et il s’agira 
d’exprimer par ces six quantités les six élémcns a, b, c, t, h, i. 
L’article 9 donne d’abord, en mettant — p à la place de f£dr % 

• . dx dy dz dx dv dz 

et changeant x,y, z, r, -g- , ■£, Tt en x, y, z, r,^, jf, 3T , 



si — l 

B — z 

C = x 



dt J dt> 
dx 
Tt' 



dy 

37 



dz 

‘*dï> 

dz 

■y 3i » 






dy‘ 



et les articles 11 et i 5 donnent 



. A == .Dsinisin/j, B 
D = j/(gt), H 



Dsmicosh, C = D cos i, 

e 

_ i. 

aa 



On aura ainsi immédiatement, par ces formules, les valeurs du 
demi-axe a, du demi-paramètre b , d’où l’on tire l’excentricité 

e — \J\ — et les angles h et 1; et il ne restera qu’à connaître 

4 • » 

les quantités c et k. 

5 a. Il est bon de remarquer que la valeur de a et celle de b 

peuvent se réduire à une forme plus simple. En effet, il est clair 

que x'*-f-y'‘-f-z'* est le carré de la vitesse initiale, laquelle étant 

nommée u, on aura , ' „ 1 

1 _ U * 

Ô Ï g ’■ 

M * ‘ * 

d’où l’on voit que le grand axe de la section conique, et par 
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conséquent aussi le temps périodique (art. 16) ne dépendent que 
de la distance primitive du corps au foyer attractif, et de la vi- 
tesse de projection. 

A l’egard du paramètre 2 b, on a réduit, dans l’article 1 1, la quan- 
tité D à la forme où d<t> est Fangle décrit par le rayon r 
dans l’instant dt\ de sorte que r<A& est le petit arc décrit par le 
même rayon, par conséquent est la vitesse perpendiculaire 

à ce rayon , et que le corps a pour tourner autour du foyer. 

Si on désignait celte vitesse de rotation par v , ou aurait 



et par conséquent 



r'dii , , 

ST — rv— /g b, 




Ainsi le paramètre 3 b ne dépend que du rayon r et de la par- 
tie de la vitesse u , par laquelle le corps tend à tourner autour du 
foyer vers lequel il est attiré. 



53 . Pour trouver la valeur de l’élément c, qui détermine le 
temps du passage par le périhélie, on remarquera que cette cons- 
tante n’est entrée dans le calcul que par l’intégration qui a donné 
la valeur de r en t (art. 16). 

Donc si on dénote par S la valeur de 9 qui répond à t = o , 
on aura par les formules de l’article cité, en y faisant t=o, ce 
qui change r en r et fl en 3 - , 

— c = x (S - — esinS-), r =a(i — ecos$). 

Ainsi on aura par l’élimination de $ la valeur de c en r, puisque 
a et « sont déjà connues. 

Enfin pour déterminer le dernier élément k, qui est aussi entré 
par l’intégration de l’équation entrer - et <t> (art. i 5 ), on remar- 
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quera d’abord que l’on a (art. 4 ), en changeant x , y en x, y, 
et rapportant l’angte <p au commencement de l, 



l = tangip. 



Ensuite l’article 7 donne 

- tang® = 



Uns(» — h) 
cos i 



De aorte que h et i étant déjà connus, on aura par l’angle inter- 
médiaire tp , l’angle «P en x et y ; et de là on aura i par l’équa- 
tion de l’article i 5 rapportée à l’instant où t=o, 

#■ 

co$(<j>— 1). 



34. Si on connaissait deux lieux du mobile dans son orbite, 
avec le temps écoulé entre les instaus où il a occupé ces deux 
lieux, on aurait aussi six données par les coordonnées qui ré- 
pondent aux deux points donnés de l’orbite, et les six élémens 
seraient aussi déterminés par les valeurs de ces coordonnées ; 
mais l’expression transcendante du temps empêcherait de donner 
une solution générale et algébrique du problème. On pourra seu- 
lement le résoudre par approximation, si l’intervalle de temps 
entre les deux lieux est assez petite, en faisant usage des formules 
de l’article 39. 

Soient x, y, z les trois coordonnées du premier lieu dans l’or- 
bite, et x', y', i! celles du second lieu; en prenant t pour le temps 
écoulé entre les passages du mobile par ces deux lieux, on aura 
en général (art. a8) 



x'=xT+%r, y'=yT+%r, z' = zT+%r. 

Supposons qu’oq ne veuille porter la précision que jusqu’aux troi- 
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siémes paissances de t, on aura 



_ E J* , Sgt t* 

T— 1_ Xg» 



r—t— 




Comme l’expression de T renferme la constante s = 

__ rtlx \(jv zdi ^ on commcncera p ar i a déterminer en ajoutant 

A 

ensemble les trois équations précédentes, après avoir multiplié 
la première par x , la seconde par y et la troisième par z : on 
aura ainsi l’équation 

xx' + yy' zz' = r'T -+• 



d’où l’on tirera la valeur de s qu’on substituera ensuite dans l’ex- 
pression de T. 

Les valeurs de T et de V étant connues, les mêmes équations 

donneront les valeurs des différentielles , ^y , ainsi le pro- 
blème sera réduit au cas précédent. 

55. Enfin si on ne connaissait que trois rayons vecteurs r, 
/, r", avec les temps t et t ' écoules entre les passages par r 
et r' et par r et r 1 ' ; on pourrait encore déterminer l’orbite par 
les formules de l’article 29 , en supposant les temps t et t’ assez 
petits. « . 

Car en faisant f = o pour la valeur de r, et ne poussant les 
séries pour les valeurs de /* et r"* que jusqu’aux t 5 et t', on 
aura 

7- = r‘, r > ‘ = f+ (s<— gp)s+r j t , 

’ »**=*•+ (»*- £)«+*• S. 

équation d’où l’on tirera les valeurs r, s et j. Ces deux der- 
nières 
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nièrcs donnent tout de suite, par les formules de l’article 19 , 




ensuite on aura l’angle n compris le rayon r et celui du périhélie , 
par la formule (art. i5) 

cosn = , 

e étant = V /(i-g) 

Si l’orbite était une parabole , on aurait a = » , et par consé- 
quent j’ — — ® ; alors il suffirait do connaître deux distances r 

et r 1 ; la première donnerait la valeur de r et la seconde la va- 
leur de s , par l’équation 

-g). 



56. Les élémcns des planètes sont assez connus; c’est par des 
observations de longitudes et de latitudes qu’on les a détermi- 
nés; et la petitesse de leurs excentricités et de leurs inclinai- 
sons sur le plan de l’écliptique, a beaucoup contribué à faciliter 
ces déterminations. 

En prenant ce plan pour celui des x et y , les angles <p et -J, 
(art. 4) représentent, l’un la longitude du corps, et l’autre sa la- 
titude; et nous avons donné dans les articles aa et a3, pour les 
valeurs de ç et • 4 - en l, des séries qui sont d’autant plus con- 
vergentes , que l’excentricité e et l’inclinaison i sont plus petites ; 
en prenant six observations, trois de longitude et trois de lati- 
tude correspondante , ou en général de longitude ou de latitude , 
à des instans donnés, on aura six équations par lesquelles ou 
pourra déterminer les six élémens, du moins pour le soleil et la 
lune qui tournent immédiatement autour de la terre. 

Mec. anal. Totn. II. 6 
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Tourtes autres planètes qui tournent autour du soleil, le caL 
cul est un peu plus compliqué , parce que l’observation ne donne 
immédiatement que les longitudes et latitudes vues de la terre , 
qu’on nomme géocentriques ; mais en supposant le mouvement 
'du soleil connu , on peut toujours déduire de chaque observa- 
tion une équation; de sorte que six observations suffiront, à la 
rigueur, pour la détermination des six élémens. 

Ce problème est surtout important pour les comètes dont les 
élémens, lorsqu’elles paraissent, sont tout-à-fait inconnus; aussi 
depuis Newton, qui a le premier tenté de le résoudre, il y a peu 
de géomètres et d’astronomes qui ne s’en soient occupés. Ne pou- 
vant établir l’approximation sur la petitesse de l’excentricité et de 
l’inclinaison, comme pour les planètes, ils ont tous supposé que 
les intervalles de temps entre les observations sont très -petits, 
et ils ont donné des méthodes plus ou moins approchées pour 
déduire les élémens des comètes de trois longitudes et d’autant de 
jatitudes observées. Comme celle que j’ai proposée dans les Mé- 
moires de Berlin, pour 1783, me parait offrir la solution la plus » 
directe et la plus générale du problème des comètes , je crois pou- 
voir la donner ici, mais un peu simplifiée et accompagnée de re- 
marques nouvelles; elle fourbira une application importante des 
principales formules que nous avons développées dans le paragraphe 
précédent. 

5 iii. 

V 

Sur la détermination des orbites des comètes. 

57. Soit, dans un instant quelconque, R la distance de la co- 
mète à la terre, et /, ?n, n les cosinus des angles que la ligne 
on le rayon visuel R fuit avec trois axes perpendiculaires eutr’éux 
et supposés fixes dans l’espace; on aura R/, Rm, Rn pour les 
trois coordonnées rectangles de la comète, parallèles à ces axes 
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et ayant leur origine dans le centre de la terre. La quantité R sera 
l’inconnue, mais les trois quantités /, m, n seront connues par 
l’observation de la comète , et devront être telles que l’on ait la 
condition 

P 4 - »t* H- n* = 1 , 

parce que par l'hypothèse on doit avoir 

R‘ = (RI y + (Rmy + (Rny. 

Soient de même p, A, n-, * les quantités correspondantes rela- 
tivement au soleil, ensorte que pA, p/*, pr soient les coordonnées 
rectangles du lieu du soleil par rapport à la terre , et parallèles 
aux mêmes axes; ces quantités doivent être, censées connues par 
le calcul du lieu du soleil dans le même instant de l’observation 
de la comète, et l’on aura aussi la condition 

A* -(- pt* -f- >* = 1. 

Enfin soient x, y, z les coordonnées rectangles du lieu de la 
* comète par rapport au soleil, parallèles aux mêmes axes, et rie 
rayon vecteur de son orbite autour du soleil; il est visible qu’on 
aura ces trois équations : r 

x = RI — pA , y =. Rm — ppt, z — Rn — p » ; 

et comme r* = x‘ - \-y * -f- z *, on aura 

r* = Ü* + p* — aiJp (M + rn/i + //»). 

Or on sait que l’expression /A mu 4- n» est celle de l’angle 
formé entre les deux rayons R et p , partant du centre commun 
de la terre et dirigés, l’un à la comète , l’autre an soleil; de sorte 

que si on désigne cet angle par <r , on aura 

* 

r* = R‘ — a Rf cosv + p*. 

Si donc on a trois observations de la même comète , faites à 
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des intervalles de temps connus, on aura trois systèmes pareils 
d’équations qui contiendront chacun une nouvelle inconnue p, et 
les propriétés de la parabole donneront trois autres équations. 

38. Ce qui sc présente de plus simple pour cet objet, est d’em- 
ployer la formule donnée dans l’article a5 , par laquelle on a le 
temps que la comète emploie à décrire un arc quelconque exprimé 
par la corde de l’arc, et par la somme des rayons vecteurs qui 
aboutissent à scs deux extrémités , et dégagée de tous les élémens 
de l’orbite ; car les trois intervalles de temps entre les trois obser- 
vations , prises deux à deux , donneront les trois équations de- 
mandées. 

Nous marquerons par un trait les lettres qui désignent les quan- 
tités analogues dans la seconde observation; nous aurons ainsi 

r'* = R'‘ — a R’p 1 cos a' 4- p'*, et s=r- f- r'. 

Pour la corde u de l’arc parcouru par la comète, dans l’intervalle 
des deux observations, il est clair qu’on aura 

u‘ — (*’—*)* 4- (y'—yY 4- (*'—*)* 

= r'* -f- r* — a(xx'+yy-hzz')- 

En substituant pour x, y, z cl pour x', y, z' leurs valeurs, on 
aura 

xx' + yy' -1- zz' = RR'(/I'~ f- mm' -y nri) 

4— pp ! (aA — f— fxpjJ -f- > ►’ ) — Rp' (lK' 4~ î 4— nv') 

— R! P (/'A 4- m'u -f- n'y). 

Or, par les théorèmes connus, l’expression 1? 4- mm'- f- nn' doit 
représenter le cosinus de l’angle compris entre les deux rayons 
R et R' partant du centre de la terre et dirigés aux deux lieux de 
la comète dans les deux observations, de même AV4*W* , 4 - 
sera le cosinus de l’angle formé au centre de la terre par les deux 
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rayons p, p' diriges aux deux lieux du soleil, et ainsi des autres 
expressions semblables. 

Donc si, pour plus de clarté, on imagine que les deux lieux 
apparens de la comète soient marqués sur la surface de la sphère 
par les lettres C, C', et de même les lieux apparens du soleil 
par les lettres S, S', et qu’on joigne par des arcs de grands cercles 
les quatre points C, C', S , S', il est évident que les. arcs CS, 
C'S 1 représenteront les angles que nous avons dénotés par 9 et 
9' -, que les arcs CC' et SS 1 représenteront les angles dont les 
cosinus sont If + m/ra' -f- nn' et AA' -f- »»', et qu’enfin les 

arcs CS 1 et C'S représenteront les angles dont les cosinus sont 
/A' m/t'+n/ et fA m'/x -f- n'v. Ainsi en considérant le qua- 

drilatère sphérique CC'SS 1 qui est censé donné par les deux ob- 
servations de la comète et par les deux lieux calculés du soleil , 
ou aura 

T* = R‘ — a.Rpcos(G$') 4 - p‘, 

i J ‘— R‘— 3 R' p' cos (C'S 1 ) -f- p'% 

w‘ = r*-f- r‘ — zRR'qosÇCC) — app'coa(SR) 

— 3 Rf,'cos(CS') — 3 R’p cos (CS); 

donc, comme la différence /' — t des temps t et t’ qui répondent 
aux deux observations, c’est-à-dire leur intervalle en temps, est 
censé donnée, on aura, par la formule de l’article cité, l’équation 



i 

V 



1- J 1 .A S f- I J .AÏ 




> 



dans laquelle il n’y aura d’inconnues que les deux distances 
R et R. 



Si l’on a une troisième observation , pour laquelle les quantités 
analogues sojjent désignées paç les mêmes lettres marquées de 
deux traite, on aura , par la comparaison de la première obser- 
vation avec celle-ci, une seconde équation tout-à-fait semblable, 
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dans laquelle les lcltres marquées d’un trait dans l’cquation pré- 
cédente , le seront par deux traits , et qui ne contiendra que les 
deux inconnues if et if". 

On aura de même une troisième équation semblable, par la 
comparaison de la seconde observation avec la troisième, en ne 
faisant que marquer d’un trait, dans la première équation, toutes 
les lettres qui n’ont point de trait, et de deux traits toutes celles 
qui en ont un ; ainsi cette troisième équation ne contiendra que 
les mêmes inconnues R et if"; de sorte que les trois équations 
ne contiendront que les trois inconnues R , if, R', et suffiront 
pour les déterminer; mais quoique ces équations se présentent 
sous une forme assez simple , leur résolution offre des difficultés 
presqu’insurmontables , parce que les inconnues y sont mêlées 
cntr’elles et renfermées dans différons radicaux. 

3 g. Au reste , si on pouvait parvenir d’une manière quelconque 
à trouver les valeurs des rayons if , if', ou aurait tout de suite 
le demi-paramètre b, qui, dans la parabole, est égal au double 
de la distance périhélie , par la formule (art. a 5 ) 

f. u»-(r'-f.r)‘ 

a Cr + / — V(r + ’ 

et comme on a en général (art. 10) l’équation Cz — Ax — By=o , 

ji. R 

dans laquelle ^ = sin/t tangf, cos h tang/ (art. 11), on aura 
ces deux-ci : 

z — (x sin h - 1 - y cos A)tang i = o , 
z' — (x'sin h -(- jy’cos A)tang i = o , 

d’où l’on tirera facilement les valeurs de tangi et tang A, ce qui 
donnera la position du plan de la parabole, relativement au plan 
qu’on aura choisi pour les axes des x et y. 

On peut même remarquer que par le moyen de ces équations, 
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qui dépendent de ce que l’orbite de la comète est supposée dans 
un plan passant par le soleil, on peut d’abord réduire les trois 
inconnues à deux seulement. 

En effet, si on fait, pour abréger, 

L = tang i sin h , M = tang i cos h , 
on aura , en substituant les valeurs de x, r, *, l’équation 
Rri — p» = L(1U — pA) + M (Rm — ;pt), 
d’où l’on tire 

• A P n—lL—mM » •* 

t * 

et l’on aura de même les expressions de R 1 et de R 1 ', en mar- 
quant d’un trait et de deux traits les lettres, à l’exception de /, 
et M, qui sont les mêmes pour toutes les observations. 

De cette manière, les trois mèon nues R, R\ R!' seront réduites 
aux deux L et M, de sorte qu’il ne faudra employer que deux 
équations pour leur détermination ,^je qui simplifie un peu la so- 
lution du problème. 



4o. Pour ia simplifier davantage, il ne paraît pas qu’il. y ait 
d’autre moyen que de supposer les intervalles de temps entre les 
observations, assez petits pour qu’on puisse négliger plusieurs 
termes comme insensibles, ce qui ne donnera d’abord qu’une so- 
lution approchée, qu’on pourra rendre plus exacte ensuite, par 
de nouvelles corrections. C’est aussi ce qu’on a fait jusqu’ici dans 
toutes les solutions qu’on a données de ce problème. 

En appliquant cette hypothèse à la solution précédente, la corde 
u deviendra très-petite, et en ne retenant que les deux premiers 
termes des radicaux qui entrent dans l’expression du temps ï — t, 
écoulé entre les deux premières observations, on aura 



t'— t — 



.'■• y r -t- r 

*Vë * 



Digitized by Google 




/|8 MÉCANIQUE ANALYTIQUE, 

ce qui donne 

lï(r-i-r') s kg{V— t )' , 

t 

et il n’y aura plus d’autres radicaux dans cette équation , que ceux 
qui entrent dans les expressions de r et r 1 ; niais les équations 
entre les trois inconnues R, R', R', ou entre les deux L, M, 
seront encore trop compliquées pour qu’on puisse les employer 
avec succès. 

On peut conclure de là que ces inconnues ne sont pas celles 
dont l’emploi est le plus avantageux dans la question présente ; 
et lorsqu’on ne demande d’abord qu’une solution approchée, il 
est beaucoup plus simple de faire usage des formules que nous 
avons données dans l’article 28, pour le cas où l’on suppose le 
temps t très-petit. 

4i. Pour appliquer ces formules à la détermination de l’orbite 
des comètes, il n’y aura qu’à y substituer à la place x, y, z les 
expressions données dans l’article 3?, on aura ainsi en général 

RI - P A = xT + ÿ y 

Rm - y* = y T + % y 

Rn — p, = zT 4- £ V, 

ou les quantités x, y, z , ~ ^ ^ répondent au commence- 
ment du temps t et sont regardées comme constantes , et où T 
et V sont des fonctions rationnelles de t, et des constantes r, 

</r rfr 

«fi* 3?’ • 

Comme le commencement du temps t est arbitraire, on peut le 
fixer au moment de la première observation; or, en faisant t= o, 
on a r=i et © = o; donc on aura pour la première observa- 
tion 
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tion cc premier système d’cqualions 

RI — pA = x, 

Rm— ffi — y, 

Rri — p = z. 

Pour la seconde observation, distante, de la première, du temps t, 
on aura, en marquant d’un trait les lettres jR, /, rn, n , p, A, 
pt, », ce second système d’équations 

RT — p'A' = x7’+^r, 

= y T -t- £ * r , 

2Tn' — pV = zT 4- J y 

On aura des équations pareilles pour la troisième observation , 
distante, de la première, du temps t', en marquant de deux traits 
les lettres marquées d’un trait dans les dernières équations, et 
d’un trait les lettres T et y, pour indiquer que le t dont elles 
sont fonctions doit être changé en f; on aura ainsi ce troisième 
système d’équations 

RT' — p"A u = xr+ j y, . 

R"m”— p>" = yT-h % V\ 
r'vl' — pv =f i.t+ ^ y. 

On peut éliminer des premières équations de chacun des trois 
systèmes, les deux constantes x et t ~; et faisant, pour abréger, 



on aura 



ry — yr'== y, 



(. Ri—p\)y — (rt. — p'a' ) y -i- (RT 1 — p"A" )y = o. 

Mec. anal. Torn. II. 7 
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Éliminant de même les deux constantes y, £ des secondes équa- 
tions des mêmes systèmes, on aura 

(Rm- w)V" - (R'm'-py)r 1 + (*"/'_ P "A")^= o. 

Et l’élimination des constantes z, ^ des dernières équations de ces 
systèmes donnera pareillement 

(Rn — p)K" — (R'n'-pV)r' +, (R"n"—pV')r = o. 

De ces trois équations on tire 

k _ f Tr*-,rr'+ P "rr 

R — ar . > a 

ir,r t —f'T[r’+fr"r 
n —— or , 

f T.r-e'v[F' + ,"r:r _ 
n — Of' > 

en supposant, pour abréger, 

G =» Im’n" +mnT+ nFm" — In! m" — rnFn" — nm’f, 

et en dénotant par T, T', T" ce que devient G lorsqu’on y change 
/, m, n respectivement en A, pt, », en A',/*', ►' et en A", pc", »"; 
en dénotant de même par T,, r[,r’, et par T,, T', r' ce que 
G devient en faisaut subir les mêmes changemcns aux quantités 
F, m', n', ainsi qu’aux quantités analogues m", n". 

Maintenant les trois observations donnent aussi (art. 37 , 38) 
les équations 

jR* — a Rp cos( CS) *+- p‘ — r*, 
il'* — xR'p'cos(C'S') + p” = r", 
i?'*— aiï"p"cos(C"<î") + p'" = r"*. 

Donc, si on y substitue les valeurs précédentes de R, R', R!', on 
aura trois équations finales qui ne contiendront que des quantités 
connues, avec les quantités V y V, V" et r, r', r”, qui sont 
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données en fonctions du temps et des trois constantes r , s , ^ , 

d’où dépendent les élémens de l’orbite (art. 28, 29); de sorte qu’on 
pourra déterminer ces trois constantes. 



4 a. En ne poussant l’approximation que jusqu’aux quatrièmes 
puissances de t, on a 

*"= t — -+- gs ^ etc., • 

et de même, 

r'=l‘-%Ç r , + gs £ + etc. ; 
et comme y = T y — VT', on trouvera 



y — t’ — t—i 



v-iy 

6c 3 ' 



+ g 



V-ty(t+n 

' 



-1- etc. 



En faisant ces substitutions dans les valeurs de R, R!, R 1 ', et 
supposant t! = mt, le coefficient m étant donné par le rapport 
des deux intervalles entre les trois observations , il est clair que 
la quatrième dimension de r disparaîtra par la division', et qu’ainsi 
il suffira d’avoir égard à la troisième dans les valeurs de r* et r". 

Or on a en général, aux t* près, 

r* = r‘-f ast + j’ t* — ^ t s -+-etc.; 



mais nous avons supposé que la première observation répond à 
/ = o, et que les deux suivantes répondent aux temps t et tf=mt ; 
ainsi on aura • - 



r- = r-, r ,, = r‘H-ast + ^f — fep, 

r"*=r*4-amst + OT‘^<* — m 3 ^ t 3 . 



On fera donc ces substitutions dans les trois dernières équation» 
de l’article précédent, et rejetant les termes qui contiendraient 
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des puissances de t supérieures à la troisième , on aura trois équa- 
tions entre les trois inconnues r, s et j t , dont les deux dernières 

n’y paraîtront que sous la forme linéaire, de sorte qu’il sera très- 
facile de les éliminer et de réduire le problème à une seule équa- 
tion en r. C’est en quoi consiste le principal avantage de la mé- 
thode que nous proposons. 

Si on voulait pousser l’approximation plus loin et avoir égard 
à un plus grand nombre de termes dans les valeurs de y, V, 

y", r 1 ', r"*, on aurait des équations où les inconnues s et j’ ne 

seraient plus linéaires, mais monteraient successivement à des di- 
mensions plus hautes, ce qui rendrait leur élimination plus difficile 
et l’équation finale encore plus compliquée. 



, 43. Pour donner là-dessus un essai de calcul, nous nous con- 

tenterons d’avoir égard, dans les valeurs de y, y, y ", aux 
troisièmes dimensions de t et de t 1 , ce qui fer^ disparaître les termes 
affectés de l’inconnue S; nous ferons, pour plus de simplicité, 
g = 1 , en prenant la distance moyenne de la terre au soleil pour 
l’unité des distances , et représentant les temps par les mouvemens 
moyens du soleil (art. a3); et supposant t'—mt, nous aurons 




y=mt— 



m¥ 
üpr > 



y"=z(m—i)t 



(m-i)V 
6? * 



Les valeurs de R, R', R!' deviendront ainsi de la forme 
„ 6PP-QP 

^ [6(/n — î )t J — (m— O’I'JG ’ 

d/ 6/V- Q,f 

~~ [6( n ,_,)r 3 — (m— 0 3 r*]G’ 

«PS— OS . 

f6(m— i) [J — (m— ' 



y 
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en supposant , pour abréger , 

P = (m — i)pE — mpT' 4- pT", 

q — ( m—iypT — myr + f 'v, 

et dénotant par P,, Q, et P., Q . ce que P et Q deviennent en 
y changeant T, T', T" en T,, T[, T] et en T,, T' , T'. 

. Ces valeurs de R, P', P", distance? de la comète à la terre 
dans les trois observations, ne contiennent, comme l'on voit, 
que la seule inconnue r, rayon vecteur de la comète dans la pre- 
mière observation. Si donc on substitue la valeur de R dans l’équa- 
tion (art. a5) 

P‘ ~~ aPp cos (CS 1 ) + f’ = r*, 

on aura une équation finale en r, laquelle montera au huitième 
degré, et le problème sera réduit à la résolution de cette équation. 

Ayant trouvé la valeur de r, on aura par les formules précé- 
dentes celles de P’ et P"; de là on aura, par les formules de 
l’article 4a, les valeurs des trois rayons vecteurs r, r', ainsi 
que celles des coordonnées x, y, z, et de leurs différentielles 

■Jj, < jj,jjj’, et o Q pourra déterminer l’orbite par les formules du 

5 II , ou si l’on aime mieux , par les formules trigonométriques 
connues, d’après les trois distances R, R, R' de la comète à 
la terre. 

sU. 1 •p’.' 1 d-.-v W1»«S. 

44. Les expressions des distances P, P', P" peuvent être sim- 
plifiées par la considération suivante. Comme la terre et la co- 
mète se meuvent autour du soleil, par la même force attractive 
de cet astre, si on nomme g, », £ les coordonnées rectangles de 
la terre autour du soleil lorsque t — o, et qu’on désigne par ©, 
T ce que deviennent les fonctions Pc t f lorsqu’on ’y change 
les clémens de l’orbite de la comète eu ceux de la terre, on aura. 
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comme dans l’article 28, les trois équations 



_ P A = Ç©+ J- T, 

- ru = *e + * r , 

-p, =ce+.|.r, 

parce qu’ayant dénoté (art. 24 ) par pA , ppr, p» les coordonnée» 
rectangles du lieu du soleil par rapport à la terre , on aura — pA* 
— p fi, — pr pour celles de la terre par rapport au soleil. 

Comme ces équations ne diffèrent de eelles de l’article 28 que 
parce quex, y, z, T, ^■'"sonl changées en Ç, >1 , Ç, 9 , T et que 
R y est nul, il est clair qu’on aura des résultats analogues, en 
faisant ces memes changcmcns dans ceux que nous venons de 
trouver dans l’article précédent. Ainsi, puisque les expressions de 
R , R\ R', données à la fin de cet article , ne contiennent d’autre 
quantité dépendante des élémens de l’orbite que le rayon vecteur r, 
si on y change r en p , rayon vecteur de l’orbite de la terre , ou 
aura Rz=o, R'— 0 , R" — o ; d’où l’on tire 






Ces valeurs étant maintenant sushtituées dans les mêmes expres- 
sions de &, R', R!', et négligeant, dans le dénominateur, le terme 
trop petit du second ordre (m — i) 3 C vis-à-vis du terme fini 
6 (m — îjr’, on aura ces expressions plus simples : 



R — 
R' — 

R'= 



Q* . / * — -L ^ 

S(m— i)G\f s r 1 /’ 

( ' »\ 

6(m— 1 ) U \ (.■* ? / ’ 

<>.»■ ( « > > 

6(m — i) G \ f. 3 ? / 



Si donc on substitue la valeur de R dans l’équation 



R‘ — nRp cos (CS) + p* — r* s= o, 
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et qu’on fasse, pour abréger, 



6 ( m — i ) G 



= K, 



quantité toute connue par les observations, en multipliant par p*r‘, 
l’équation 

K‘( r s — — p*)" — nKpVir* — p , )coa(CS) 4- p'r'ip' — r*) =o, 

où l'inconnue r montera au huitième degré, mais qui, étant divi- 
sible par r — p, ne sera, après la division, que du septième degré. 

Cet abaissement de l’équation en r est dù à ec que nous avons 
représenté le mouvement de la terre, comme celui de la comète ? 
par des formules approchées où l’on a négligé les puissances de t 
supérieures à la troisième; il n’aurait pas lieu en employant la 
valeur de R de Farticle précédent, dans laquelle les lieux do soleil 
sont supposés exacts, étant déterminés d’après les tables. 



45. On peut ramener l’équation précédente à une construction 
assez simple. Ayant mené d’un point donné deux droites qui lassent 
entr’elles un angle égal à l’arc CS, distance apparente de la co- 
mète au soleil dans la première observation, et dont la première 

\ K #o * 

soit égale à , et la seconde égale à p; il s’agira de trouver dans 

la première un point tel, que la partie comprise entre ce point et 
l’extrémitc de la meme droite, soit à la droite entière comme le 
cube de la seconde droite est au cube de la droite qui joindra l’ex- 
trémité de celle-ci et le point cherché; alors cette dernière droit* 
sera égale à r, et la partie de la première intercepté© entre c 
point donné et le point cherché , sera égale à R. Car par cote 
construction on aura la proportion 
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laquelle donne 

* = *(?-?)• 

et ensuite • , 

r = y/p* — cos (CA 1 ) -f- i?* , 

d’où résulte l'équation ci-dessus en r. 

Lambert est, je crois, le premier qui ait réduit le problème des 
comètes, envisagé d’une manière approchée, mais exacte, à une 
équation unique à une seule inconnue. II y est parvenu par une 
considération ingénieuse, fondée sur ce que le Heu apparent de 
la comète , dans la seconde observation , s’écarte du grand cercle 
mené par les lieux appareils , dans la première et dans la troi- 
sième observation; jet la détermination de cct écartement l’a con- 
duit directement à une construction analogue à celle que nous 
venons de donner, et qui se réduit à une équation en r du 
septième degré. Voyez les Mémoires de F Académie de Berlin pour 
J’asnée 1771. 

Connaissant ainsi les valeurs de r et R , on aura 

ct les deux équations (art. 4 o ct 4 i) 
tf‘- 3 jrfi'co»(CS')+p'‘ = r' = r‘+( ! >t-£)s + f* % 
K“ — 2 R"p"cos(C"S")+p"‘ = r" = r*+(a/nt— |£)s 4- m‘f d £ , 

tonneront les valeurs des constantes s et et delà celles des 

élunens a ct à de l’orbite, par les formules (art. sa) de l’article 38, 
sa étant le grand axe, et ai» le paramètre. 

Si on suppose l’orbite parabolique, on aura a infini, ce 

qui tonne ~ = — p. Dans ce cas , les deux dernières équations 

ne 

« 
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ne Contiendront plus que l’inconnue s, laquelle étant éliminée, 
on aura une nouvelle équation en r qui devra avoir une racine 
commune avec celle qu’on a déjà trouvée, ce qui servira à faci- 
liter la recherche de celte racine. 

En adoptant d’abord, pour les comètes, l’hypothèse de la para- 
bole , il sera préférable de faire dépendre la solution uniquement 
de cette dernière équation, parce qu’elle a l’avantage d’ètre exempte 
de la quantité G, qui est très-petite du troisième ordre, lorsque les 
intervalles de temps t et ou mt, sont très-petits du premier, 
comme on le verra plus bas, de sorte que les erreurs des obser- 
vations d’où cette quantité dépend , peuvent y avoir une influence 
très-grande. 

En faisant, pour abréger, 

nr mÇ.p'eo S (C'y)-<?.c'co»(C^_ „ 

Q, -»*! Q y x > 

et négligeant les termes affectés de £* dans les coefticiens de p , 
l’élimination de cette quantité donnera l’équation en R 

MR' — NR+mp’* — p"‘ — ( m — i)r* = m(m — 1) y = o, 

qui, étant combinée avec l’équation 

R' — a i?p cos (CS) + p* — r* = o, 

donnera, par l’élimination de R, une équation en r du sixième 
degré ; et si, dans la combinaison des deux équations, ou néglige 

le carré du terme m(m — 1) y, qui serait du quatrième ordre, 

l’équation finale ne montera plus qu’au cinquième degré. On pour- 
rait même, dans la première approximation, négliger ce terme, 
qui n’est que dasecond ordre; alors l’équation finale ue serait plus 
que du quatrième degré, et pourrait se résoudre directement par 
les méthodes connues. 

Méc. anal. Tom. II. 



8 
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La valeur de r donnera celles de R, R', R", et de là celles de », 
par les formules de l’article précédent, et comme on suppose a 
infini, on aura 

b = ar — s*, 

où le demi-paramètre b devient double de la distance périhélie 
de la comète. 

47 . Après avoir réduit le problème des comètes à des équations 
finales à une seule inconnue, il reste à examiner les quantités qui 
doivent être supposées connues ; ces quantités sont : 

1 *. I,es trois rayons p, p\ p", qui représentent les distances du 
soleil à lu terre dans les trois observations, et qui doivent être 
calculées par les tables du soleil. 

a*. Les quantités G, T, U, r", T,, r), r", T,, T', T"„ d’où dé- 
pendent les valeurs de P, Q , P, , Q , , P», Q. (art 4i et *5); celles-ci 
doivent être déterminées par les trois observations de la comète 
et par le calcul des lieux du soleil ; mais on peut les ramener à 
des expressions plus simples, qui en rendront la détermination 
beaucoup plus facile. 

Commençons par la quantité G, dont les autres ne sont que 
des dérivées; on a (art. 4i) 

G = Im'n" + mnT + ni! ni' — Mm" — mFn" — nmT ; 
le carré de cette expression peut se mettre sous la forme 

G* = (ê* + m‘ + n‘) (/'* 4 - m" 4 - «'*) (/'• -f m"‘ 4- n"‘) 

4- i{lF+mm'+nn'){lt'+mm!'-^-nn!') (F [' -\-m' m!' +ri n!') 

— (/* + m' 4- n*) {FF 1 4- m'm" ■+■ n'n")‘ 

— (f*4- m'H-n'*) (//' 4- mm" 4 - nn" )* 

— (F f ‘+ m"‘-\-n"‘) ( II' -(- mm' 4 - nn' )*, 

comme on peut s’en convaincre par le développement Or par la 
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nature des quantités /, m, n, F, m!, ri, m", ri' (art. 37), 

P + m'+ri =i, F‘+m''+ri‘= 1 , l' + m' 1 ' 4 - ri“ — 1. 

Donc, taisant pour abréger, 

L — IF - f- mm' -f- nri, 

H — ir 4- mm" + nri', 

L"= FF'+ m'm"-h n'ri', 

on aura 

G* = 1 + a LL' U' — L* — L '• — L". 

Or nous avons déjà remarque ( art. 38 ) que la quantité 
1F -+• mm! +nri est égale ou cosinus de t’anglc compris entre les 
deux rayons R et R' dirigés vers la comète dans les deux pre- 
mières observations , angle qué 1 nous avons désigné par le côté CC 
du triangle sphérique CCC', supposé tracé sur la sphère *en joi- 
gnant par des arcs de grands cercles les trois lieux apparens de 
la comète dans les trois observations. Ce triangle est entièrement 
donné par les observations de la comète , de quelque manière qu’elles 
aient été faites ; et nous pouvons regarder comme connus ses trois 
côtés CC', CC", C'C", ainsi que les angles C, C', C", qui sont 
respectivement opposés aux côtés C'C", CC" et CC'. 

On aura donc 

L — cos (CC) , 

et de même 

L' = cos (CC"), L" sa cos (C'C"), * 

et l’expression de la quantité G* deviendra 

G* = 1 + acos (CC') x cos (CC") x cos (C'C") 

— cos(CC')* — cos(CC")* — cos(C'C'). 

Cette expression de G* peut encore se réduire à une forme 
plus simple; car il est facile de se convaincre, par le dévelop- 
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pement des termes , qu’elle est la même chose que celle-ci : 



cos (CC'+ CC) — cos (C'C") x cos (CC— CC')— cos (C'C*), 
laquelle , par les transformations connues , devient celle-ci : 

G* = -4 S in( Cr + C f+ < ^) x sin( C ^i- C ^- CC ') . 

X 8in x . 

formule très-commode pour le calcul logarithmique. 

Si l’on yeut employer les angles du même triaingle, on peut 
avoir encore une expression plus simple de la quantité G ; car 
on a, par les formules connues, 

cos (C'C") = cos(CC')xcos(CC") jt- sin(CC')xsin(CC")xcos C; 

si on fuit cette substitution dans la première expression de G*, 
on aura, après les réductions, 

G* = sin (CC')‘ X sin (CC'')* x sin C*, 

, . ... 

et par conséquent, en tirant la racine carrée, • 

G = sin (CC') x sin (CC) x sin C. 

il- \ 

On peut trouver de la même manière 

G = sin (C'C") x sin ( C'C) X sin C' 

= sin (C'C ) x sin (C'C") x sin C". 

w* 

Il est facile de prouver que la quantité G n’est autre chose que 
la solidité prise six fois de la pyramide triangulaire qui a le som- 
met au centre de la sphère dont le rayon est supposé égal à l’unité , 
et qui s’appuie sur le triangle sphérique CC'C", c’est-à-dire , qui a 
pour base le triangle rectiligne formé par les cordes des trois arcs 
CC, CC", C'C". Car si on considère une des faces triangulaires 
de cette pyramide, celle, par exemple, qui a pour base la corde de 
l’arc CC', on aura i sin (CC) pour l’aire de ce triangle isoscèle. 
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S 

Ensuite si on considère la face adjacente qui a pour base la corde 
de l’arc CC", il est visible que l’inclinaison mutuelle do ces deux 
faces sera égale à l’angle C du triangle sphérique; par conséquent 
la perpendiculaire menée do l’angle C" sur la première face sera 
égale à sin(CC") x siu C. Cette perpendiculaire devient la hau- 
teur de la pyramide, en la supposant couchée sur la première 
face égale à j sin (CC') ; donc la solidité de la pyramide sera égale 

» * » , * G 9 

à ÿ sin (CC') X sin(CC") x sin C, et par conséquent égalé à -g-. 

48. Nous dénoterons en général par le symbole (CC'C") la fonc- 
tion des côtés et des angles de tout triangle sphérique CC'C'', par 
laquelle nous avons exprimé la quantité G. 

Ainsi ayant marqué sur un globe les trois lieux opparens de la 
comète C, C\ C', donnés par les trois observations, et formé le 
triangle sphérique CC'C", on aura tout de suite 

G = (CC’C). 

Si ensuite on place sur le même globe les trois lieux du soleil 
S, S’y S', dans les trois observations, et qu’en joignant ces lieux 
et ceux de la comète par des arcs de grands cercles, on forme 
dillérens triangles sphériques SC'C ; S'C'C", etc., il est facile de 
voir, par ce que nous avons dit dans l’article 4o, relativement 
aux quantités T, T', T", T,, T), T", r„ r, , que les trois pre- 
mières seront données par des fonctions semblables des triangles 
SC'C", S'C'C', S'C'C"-, que les trois autres seront données par de 
pareilles fonctions des triungles CSC', CSC, CS'C", et que les trois 
dernières le seront par de semblables fonctions des triangles CC'S, 
CC'S', CC’S'. On aura donc ainsi, d’après la même notation, 

r = (sc'C) , r' = (SC'C) , r* = orc'c") , 

r,= (esc"), r; = (cs'c"), r; = (CS'C), 

r. = ( ccs), r; = ( ccs ') , r, = ( ccs" j. 
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Ces quantités ne dépendent , comme l’on voit , que de la po- 
sition mutuelle des lieux apparens de la comète et du soleil, et 
comme elles sont les seules qui entrent dans les équations qui dé- 
terminent les élémens absolus de l’orbite, notre analyse a l’avan- 
tage de séparer la détermination de ces élcmcns de celle des autres 
élémens qu’on peut appeler relatifs , parce qu’ils se rapportent à 
la position de l’orbite dans l’espace. 

49. On peut remarquer encore que les expressions que nous 
venons de donner ont lieu quelle que soit la position des lieux ap- 
parens de la comète et du soleil; mais lorsque, comme nous 
l’avons supposé , les lieux de la comète sont peu distans entr’eux , 
les arcs CC', C'C" seront très-petits, et l’angle C' compris entre 
ces arcs, sera peu différent de deux droits; il serait égal à deux 
droits si la terre et la comète décrivaient, dans l’intervalle de la 
première à la troisième observation, des ligues droites, parce 
qu’alors les trois lieux apparens de la comète seraient dans un 
même grand cercle. Les sinus de CC', C'C" et de C' seront donc 
très-petits, et la quantité G = sin(CC'xsin(C'C")xsinC' sera 
très-petite du troisième ordre ; mais les quantités 

r = sin (SC' ) x sin (SC" ) x sinS, 

T' = sin(.y'C') x sin (S'C 1 ) x sin y, etc. 

ne seront que du premier ; et comme d’ailleurs il n’entre dans la 
valeur de G que des quantités dépendantes des lieux apparens de 
la comète, an lieu que les quantités T, T', etc. dépendent en par- 
tie des lieux du soleil, qui, étant donnés par les tables, peuvent 
être regardés comme exacts ; il s’ensuit que la valeur de la quantité 
G sera toujours beaucoup plus sujette à erreur, que celles des quan- 
tités f, T', etc., et qu’ainsi il conviendra , autant qu’il est possible, 
de l’éviter, comme nous l’avons montré dans l’article 46. 

50. Nous remarquerons enfin que comme l’observation d’une 
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comète donne ordinairement son ascension droite et sa déclinai- 
son, si on veut employer immédiatement ces données dans nos for- 
mules, it n’y aura qu’à supposer que les trois axes auxquels nous 
avons rapporté les rayons R, JR', R', dirigés vers la comète, et les 
rayons p , p', p", dirigés vers le soleil , soient dirigés, le premier vers 
l’éqainoxe du printemps, le second à angles droits sur le plan de l’é- 
quateur et suivant l’ordre des signes, et le troisième vers le pôle bo- 
réal de l’équateur ; alors nommant a l’ascension droite de la comète, 
d sa déclinaison dans la première observation, et de même <* l’ascen- 
sion droite du soleil, <T sa déclinaison au même instant, il est facile 
de voir qu’on aura 

/ = sin <2 cos c/, m — sinn cos <7, n = sine/, 

A = si net cos cT, fi. — sin a cos «T, y = siuef. 

De là on aura (art. cité) 

cos (C«S) = /A + mii. 4 - ru 

= cos(a — a)cosefcos«f-f-sine/sin/ , 

et pareillement 

cos (C^) = cos(«' — «')cos(fcosJ v ' sin e/'sin <f', 
cos (C'y) = cos(a’'— a")cos ef'cos tf" 4- sin cTaiaJ", 

en marquant, comme nous l’avons fait, par un trait et par deux 
traits les quantités analogues qui se rapportent à la seconde et 
à la troisième observation. 

On aura de la meme manière 

cos (CC) = cos(a — a')cosrfcost/'4-8in</sinrf', 
cos(<£?') = cos(<x — a')cos cos J' -f- sin cf sin <f', 
cos(Cy) s= cos(a — a'jcos d cos J* 7 4- sin rf sin 
et ainsi des autres cosinus. 

Si ensuite on substitue ces mêmes valeurs de l, m , n , F, m'. 
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ri, t', tri', n" dans l’expression de G, on aura 

G = cosd cosd' sin<f'sirt (ri — a) 

— cost/costf'sind'sin (a 1 ' — a) 

+ cos dcosd’sind sin (a" — a') 

— cosd cosd' cosd' [sin(a' — a) tang d 1 

— sin (a 7 — a) lange?' H-sin(a" — a!) tang <?], 

et l’on en déduira les valeurs de T, U, Y", en changeant a et d 
en a et <f, en a.' et J 1 , en a," et celles de T., T', T', en fai- 
sant les mêmes changemens sur a' et d, et celles T, , T', T’, en 
faisant ces mêmes changemens sur a", d'. On aura ainsi 

T = cos tf cos d'cosd' [sin (a' — a) lange?" 

— sin ( a " — a) tang d' + sin (a" — a') tang /] , 

T, = cos c? cos J 1 cosd' [sin (a — o)tangef' 

— sin (a " — a) tang <f 4- sin(a" — a) tang d], 

T, = cosc? cosef'cos <f"[sin (a 1 — a) tangef 

— sin (a — a) tangt/'+sin(et — a') tang J'], 

et pour avoir les valeurs de I", r[ , r', et de r", Tj, r*, il n’y 
aura qu’à marquer, dans les expressions de T, T, , T, , les lettres 
a et «f d’un trait et de deux traits. 

11 est inutile d’observer que si, au lieu des ascensions droites 
et des déclinaisons , on avait pour données les longitudes et les la- 
titudes, il n’y aurait qu’à substituer ces données à la place de celles-là 
dans les mêmes formules j l’orbite se trouverait alors rapportée à 
l’écliptique, au lieu de l’ctre à l’cquatcur. 

5o. Après avoir calculé ces valeurs, on calculera celles des 
quantités Q , Q,, Q t , par la formule de l’article a a , et si on veut 
employer la méthode de l’article 44, comme la plus courte, on 
aura tout de suite l’équation finale en r , dont la résolution ne 

sera 
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sera pas difficile , en la réduisant pour la première approximation 
au quatrième degré. 

Si les intervalles entre les observations étaient égaux , on aurait 
t! = a t, et par conséquent m=a, ce qui donnerait 

Q = pr — 8pT' + p'T" 

— _ 6p'r -f- A\pt , 

l 

en désignant par la caractéristique A* la différence seconde des 
quantités pr, pT', p'T", dans lesquelles il n’y a que les quantités 
relatives au soleil qui varient. Or comme on suppose les obser- 
vations peu distantes enlrclles, les différences de ces quantités 
seront très-petites , par conséquent la différence seconde A'.pr sera 
très-petite du second ordre et pourra être négligée vis-à-vis de la 
quantité finie — 6pT', ce qui réduira la valeur de Q à cette seule 
quantité; et on pourra faire les mêmes réductions sur les quan- 
tités analogues Q,, Q t ; de sorte qu’on aura simplement 

<2 = — 6pT', q, = - 6p'r; , Q, = - Cp'r; , 

ce qui abrégera encore le calcul de la première approximation. 

A l’égard de la mesure du temps , comme ce temps doit être repré- 
senté par le mouvement moyen du soleil, si on veut l’exprimer 
en jours moyens , il suffira de multiplier le nombre des jours et 
des décimales de jours par l’angle du mouvement moyen du soleil 
dans un jour, réduit en parties du rayon. Cet angle est de 59' 8", 3, 
et donne en parties du rayon le nombre 0,0172021, par lequel il 
faudra donc multiplier les intervalles de temps t, réduits en jours 
moyens. 



Mèc. anal. Torn. IJ. 
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CHAPITRE II. 

Sur la variation des élémens des orbites elliptiques produite par 
une force d’impulsion, ou par des forces accélératrices. 

5a. Un des premiers et des plus beaux résultats de la Théorie 
de Newton, sur le système du monde , consiste en ce que toutes 
les orbites des corps célestes sont de même nature, et ne diffèrent 
entr’elles qu’à raison de la force de projection que ces corps peuvent 
être supposés avoir reçue dans l’origine des choses. Il suit de 
là que si une planète ou une comète venait à rccevoir'une impul- 
sion étrangère quelconque, son orbite en serait dérangée; mais il 
n’y aurait que les élémens , qui sont les constantes arbitraires de 
Féquation, qui pourraient changer; c’est ainsi que l’orbite circu- 
laire ou elliptique d’une planète pourrait devenir parabolique ou 
même hyperbolique , ce qui transformerait la planète en comète. 

11 en est de même de tous les problèmes de Mécanique. Comme 
les constantes arbitraires introduites parles intégrations dépendent 
de l’état initial du système, qui peut être placé dans un instant 
quelconque , si on suppose que les corps viennent à recevoir pen- 
dant leur mouvement des impulsions quelconques, les vitesses pro- 
duites par ces impulsions étant composées avec les vitesses déjà 
acquises par les corps, pourront être regardées comme des vitesses 
initiales, et né feront que changer les valeurs des constantes. 

Et si au lieu d’impulsions finies, qui n’agissent que dans un ins- 
tant, on suppose des impulsions infiniment petites, mais dont l’ac- 
tion soit continuelle , les mêmes constantes deviendront tout-ù-fait 
variables, et serviront à déterminer l’effet de ces sortes de forces, 
qu’il faudra regarder comme des forces perturbatrices. On aura 
alors le problème dont nous avons donné une solution générale 
dans la cinquième Section , et que nous appliquerons ici aux or- 
bites des planètes. 
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$ I. 

Du changement produit dans les élémens de l’orhite d’une planète , 
lorsqu’elle est supposée recevoir une impulsion quelconque. 

53. Nous avons vu dans le paragraphe II du chapitre précédent, 
comment ou peut exprimer tous les élémens du mouvement el- 
liptique d’une planète, par des fonctions des coordonnées x, y, 

z, et de leurs différentielles ^ ^ , J, qui expriment les vi- 
tesses suivant les directions de ces coordonnées. Si donc on sup- 
pose qu’une planète, pendant qu’elle se meut, reçoive dans un 
lieu quelconque de son orbite, une impulsion qui lui communique 
les vitesses x, y, z suivant les mêmes coordonnées et tendantes 
à les augmenter , il n’y aura qu’à mettre dans les mêmes fonc- 

tions J + i, i+j, Tt + *' a la l ,lace de S > ï’ S’ etroH 
aura les élémens de la nouvelle orbite que la planète décrira après 
* l’impulsion. 

Si à la place des coordonnées rectangles je, y, z, on prend, 
comme dans l’article 5, le rayon vecteur r, avec les angles 4 
et <p, dont le premier, 4 > soit l’inclinaison de r sur le plan Axe 
des x,y, et dont l’autre, <p, soit l’angle de la projection de r 
sur ce plan avec l’axe Axe des x, les expressions de l’orbite de- 
viennent plus simples. 

En effet, en substituant rcos4cos<p, rcos4sinp et rsin4 à 
la place de x, y, z, on trouve pour les élémens a, b, h, i, 

1 __ 2 r*(cos ï'df* -f- ^ 4 a ) -f ’dr* 

a r g dt* 9 



» 
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, sinitAf- — «iniJ'COMÎ'COsçrf» 

tan"// = — 2--n — , T - - -- j- . 

D cospay — sin y cos V fin pap 



tang i : 



t/ di- -f- «in v J rn'vTr/p 1 

coa vJ -'dp 



Dans ccs formules, les expressions différentielles j, et 
" représentent les vitesses dans la direction da rayon r, dans 

une direction perpendiculaire à ce rayon et parallèle au plan de 
projection, et dans une direction perpendiculaire à ce même plan. 



54. Prenons, pour plus de simplicité, le plan de projection dans 
le plan même de l’orbite, et supposons que la vitesse reçue par 
l’impulsion soit décomposée en trois, l’une suivant le rayon r, 
l’autre perpendiculaire à ce rayon dans le plan de l’orbite, et la 
, troisième perpendiculaire à ce plan. Si ou désigne la première 

par r, la seconde par rp et la troisième par r4 , on aura les 
élémeus de la nouvelle orbite après l’impulsion, en mettant dans 
les expressions précédentes dr+rdt, d<p-\-pdt, J 4 -f- *\-dt à la 
place de Ùr, dp, d-\ , et faisant 4 — c?4 = o; alors la posi- 

tion de la nouvelle orbite se trouvera rapportée au plan de l’or- 
bite primitive. 

Soient A , B, H , J. ce que les élémens a , b, h, i deviennent 
pour la nouvelle orbite, ou aura 



a __ r’ÇQ/ÿ -f- -+-(dr + rdt)‘ 

A ~~ r ~ “ ’ ’ grf/* * 

o r* C(rf? -f 4- 'irfl'] 

g*» ’ ’ 






tang I = 



rr 

tang II — — - — 



dp -f- p <1* 

= tang P , 



COS f 



* 
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donc H— <p ; en effet, il est clair que le nœud de la nouvelle 
orbite avec l’orbite primitive doit être dans le lieu où se fait 
l’impulsion. 

Si on fait aussi 4 == ° et gj- — o dans les expressions des élé- 
mens primitifs a et b, on a 

1 __ a r*dp'-\- dr’ , r'elp' 

a~~ r gîîi* ’ * * 

et de là on tire 

* dp l/4 dr ^ /a i b 

Ÿ&dt c* ’ gÂ ~ ~ V r a r*' 

En substituant ces valeurs, on aura les élémens de la nouvelle 
orbite exprimés par ceux de l’orbite primitive et par les vitesses 

r, rp, r>|, produites par l’impulsion. 

55. Supposons maintenant qu’on demande l’impulsion necessaire 
pour changer les élémens primitifs a, b en A et B , et pour rendre 
la nouvelle orbite inclinée à la première avec l’angle J, il ne 

s’agira que d’avoir les expressions <p, 4> r en ^ t J et a, b, r. 
Les formules que nous venons de trouver donnent 

i y/gfl X -*in / 

T r* * 

ÿ — ŸÆ Xco< / — vi$ 

Soit u la vitesse imprimée par l’impulsion, et soient *, /3, y les 
angles que la direction de l’impulsion fait avec trois axes dont l’un 
soit le rayon r prolongé , l’autre perpendiculaire à ce rayon dans 
le plan de l’orbite primitive et dans le sens du mouvement de la 
planète, et le troisième perpendiculaire au même plan, ou aura 
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par le principe de la décomposition, a cos a, h cos/3, a cos y pour 

les trois vitesses suivant ces axes , lesquelles sont aussi celles que 

nous avons désignées par r, nj> et r-j- On aura donc 
acosa=r, acosj3 = rp, u cos > = ; 

d’où l’on tire, à cause de cos a- -f- cos /3* 4-cosy*=i, 



u = Vr* -f- r*p* + r*4*. 
Donc, si on fait pour abréger, 

e=y/}~ J-J, 



on aura 



« = \/g(J-2-5-^cos 

COi« = 

co «1 = jg ^-vV e, 

„ t/ÎF ein / /- 

cos > = Veu 

' ur T 



Mais si on voulait rapporter la direction de l’impulsion à deux 
autres axes placés dans le plan de l’orbite primitive , dont l’un 
serait perpendiculaire et l’autre tangent à cette orbite, alors en 
nommant t l’angle que la perpendiculaire à l’orbite fait avec le 

rayon vecteur r, et dont la tangente est exprimée par , les 
vitesses imprimées suivant ces deux axes seront 

r cos t — r<p sin t et r sin e -f- rp cas t , 

b vitesse suivant le troisième axe perpendiculaire au plan de l’or- 
bite demeurant la même. Si donc on désiguc par a et par /3' les 
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angles que la direction de l’impulsion fait avec ces nouveaux axes , 
on aura 

«cos*' = feosï — npsiat, 
ucosfi' sa rsin* + Jfcossj 

or on a 

dr fr 

tan S‘ ÿl'> 

d’où l’on tire, en substituant la valeur de y, 



sin< = — 



t/- — - * 

V r a 



ÿb 

COS 6 = — 



TR 



et de là on aura 



co s a 



, — f y/ B X co» / 



■v/nn 



v'gf 



COS fi' r* Ff Bbx cos l V r a 



V "-v/'-i 



P> 



où l’on remarquera que Vg — j- est la vitesse dans l’or- 
bite primitive. 

A l’égard des signes ambigus des- radicaux qui entrent dans ces 



formules, on remarquera, i*. que y étant la valeur de , ex- 
prime la vitesse suivant le rayon r, dans l’orbite primitive, et 
qne F exprimera la vitesse suivant ce rayon dans la nouvelle 
orbite; ainsi il faudra prendre ces quantités positivement ou néga- 
tivement, suivant que les vitesses qu’elles représentent tendront 
à augmenter ou à diminuer le rayon r, c’est-à-dire , à éloigner ou 
à rapprocher le corps du foyer. 



a*. Que étant 



r’ciip 

JUt’ 



représente la vitesse circulatoire au- 
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«/ "JJ 

tour du foyer dans l’orbite primitive, et que de même repré- 

sentera la vitesse circulatoire dans la nouvelle orbite, et — — cos I 
sera celte vitesse circulatoire rapportée au plan de l’orbite pri- 
mitive. Ainsi en prenant \/~b positivement, il faudra prendre l’autre 
radical \/B positivement ou négativement, suivant que la nouvelle 
orbite sera, par rapport au plau de l’orbite primitive, dans le même 
sens que dans cette orbite, ou en sens contraire, c’est-à-dire, 
suivant que le mouvement dans la nouvelle orbite sera direct ou 
rétrograde , relativement au mouvement dans l’orbite primitive. 



56. Lorsqu’on voudra appliquer ces formules aux planètes et aux 
comètes, on fera g= 1 , en prenant la distance moyenne de la 
terre au soleil pour l’unité des distances, et la vitesse moyenne 
de la terre dans son orbite , pour l’unité des vitesses. Cette 
vitesse est à peu près de 7 lieues, de a5 au degré, par seconde. 
La vitesse d’un boulet de 24, au sortir du canon, est d’environ 
i4oo pieds, ou 2 35 toises par seconde, laquelle est aussi à peu près 
celle d'un point de l’équateur dans le mouvement diurne de la 
terre, celle-ci étant de a58 toises par seconde. Donc si, pour 
rendre nos estimations plus sensibles , nous prenons pour unité 
cette vitesse d’un boulet de a4, laquelle est à peu près d’un dixiéme 
de lieue , la vitesse de la terre dans son orbite sera exprimée par 
le nombre 70 ; par conséquent il lùudra multiplier par 70 la va- 
leur u de la vitesse d'impulsion. 

Voyons quelle peut être la plus grande valeur de u. 

En nommant e l’excentricité de l’orbite primitive, et <p l’ano- 
malie vraie qui répond au rayon r, on a (art. i5) 



_b 

1 -t-e cosÿ 



n(i —e*) . 

1 -f- e coj 9 * 



donc 
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donc 

I 1 — c* , 

a r(i -f-e cosp)' 

Ainsi la plus petite valeur de i sera et de même la plus 

petite valeur de ~ sera E , en nommant E l’excentricité de la 
nouvelle orbite. Donc la plus grande valeur des termes p — ~ — i 
sera - — e ■ et cette expression aura lieu aussi pour les orbites 
hyperboliques où £ et e surpasseraient l’unité. 

Par les mêmes formules on a - = 1 4- e cosç , dont la plus 
grande valeur est î-f-e; la plus grande valeur de y sera de même 

a +£; donc la plus grande valeur de sera 1 + O . 

mais il est facile de prouver que V(i+£) car 

la différence de leurs carrés est ~(E — e)‘ -, donc on aura toujours 

a\/M ^ a + E + e 
r* ^ r * 

Il faut encore chercher les plus grandes valeurs de f et F. Or 
les plus petites valeurs de et de - étant , la plus grande 
valeur de f sera yT> ct de m ™ le la plus grande valeur de £ 

liE 

8era \J T* 

Donc , puisque dans les expressions de u, \/b, y/B, f et F peu- 
vent avoir les signes -f- ou — , en prenant positivement les termes 
qui contiennent ces radicaux , et donnant aussi à cos /sa plus grande 
valeur 1, on aura 

u < \J 4~*~ a (- E + e )4- W 

Méc. anal. Tom. II. 



10 
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Cette limite se réduira à ^/~i lorsque l’orbite primitive sera 

circulaire ou presque circulaire comme celles des planètes, et que 
la nouvelle sera parabolique comme celles des comètes. 

57. Les principales circonstances du mouvement des planètes 
autour du soleil, nous portent à croire qu’elles ont eu une origine 
connue ; c’est le contraire pour les comètes; elles n’ont de com- 
mun cntr’cllcs que le mouvement dans une parabole , ou , en général, 
dans une section conique ; et elles paraissent avoir été jetées au 
hasard dans l’espace. 

Ne peut-on pas supposer que la cause qui a produit nos pla- 
nètes en a produit en même temps un plus grand nombre d’autres 
placées au-delà de Saturne, et décrivant des orbites semblables, 
comme Uranus, mais dont plusieurs seront devenues ensuite co- 
mètes, en éclatant par une explosion interne; car une planète 
étant brisée en doux ou plusieurs morceaux , par la force de l’ex- 
plosion, chacun de ses morceaux recevra une impulsion qui lui 
fera décrire une orbite différente de celle de la planète; et pour 
que cette orbite soit parabolique, il suffira que la vitesse imprimée 

par l’explosion n’excède pas 70 fois celle d’un boulet de canon, 

Pour Saturne on a r=g, et pour Uranus r=ig : en supposant 
r= a 4 , il suffira d’une vitesse moindre que 55 fois celle d’un bou- 
let qui n’est produite que par une poignée de poudre. 

L’hypothèse d’une planète brisée par une explosion interne , a 
déjà été proposée par M. Olbers, pour expliquer la presqu’égalité 
des élémens des quatre nouvelles planètes, et ce qui pourrait la 
confirmer, ce sont les variations de lumière qu’on observe dans 
ces planètes, et qui, en indiquant un mouvement de rotation, in- 
diquent en même temps que leur figure n’est pas de révolution 
comme celles des autres planètes ; que par conséquent elles ne 
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pouvaient pas être fluides, mais qu’elles devaient être déjà durcies 
lorsqu’elles sont devenues planètes comme elles le sont dans l’ctat 
actueL 



Si on suppose l’orbite primitive circulaire, et l’orbite changée 
par l’explosion, elliptique mais peu différente d’un cercle, et peu 
inclinée au plan de l’orbite primitive , et qu’on n’ait égard qu’aux 
premières dimensions de l’excentricité E et du sinus de l’inclinai- 
son J, on a 

_ -f- j co»®*) + «in/* 

« — » ; 



COS<* S= 



E sia * 
uÿr ’ 



COS /3 = 



J? co»® 
a uÿ r * 



fin / 

C0S > = a” ^ 



l’angle «h étant celui que le rayon r lait avec le rayon du 
périhélie. 

Ainsi , puisque les excentricités et les inclinaisons des planètes 
ne gardent entr’elles aucune loi, et n’ont de commun que leur 
petitesse , on pourrait supposer que les orbites des planètes ont 
été circulaires dans leur formation , et qu’elles sont devenues en- 
suite elliptiques et inclinées par l’effet de petites explosions in- 
ternes. En effet, si un petit morceau m de la masse M d’une 
planète en avait été détaché et lancé avec une vitesse V capable 
d’en faire une comète , la planète n’aurait reçu en sens contraire 

qu’une petite vitesse jj— ^ qui aurait pu changer son orbite cir- 
culaire en elliptique et inclinée, comme celles de nos planètes, et 
la même impulsion aurait pu produire aussi quelque changement 
sur sa rotation, comme nous le verrons plus bas. 
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$ II. 



Variations des élémens des planètes produites par des forces 
perturbatrices. 



58. Supposons maintenant que les impulsions qui changent les 
constantes arbitraires soient infiniment petites et continuelles : ces 
constantes deviendront variables, et on pourra, de cette manière,, 
réduire l’effet des forces perturbatrices des planètes, aux varia- 
tions des clèmens de leurs orbites. 

Soient X, Y, Z les forces perturbatrices décomposées suivant 
les directions des coordonnées rectangles x, y, z, et tendantes à 
augmenter ces coordonnées; ces forces engendreront pendant 
l’instant dt les petites vitesses Xdt, Ydt, Zdt , qu’il faudra ajouter 

aux vitesses ~ ~ , dans l’expres9ion de chacun des éléraens 



a, b, c, etc., comme dans l’article 5 î. Mais comme ces vitesses 
additionnelles sont ici infiniment petites, elles ne produiront dans 
les élémens que des variations infiniment petites , qu’on pourra 
déterminer par le calcul différentiel. 

Faisons, pour abréger, 






1 



chacun des élémens sera exprimé par une fonction donnée de x, 
y , z , x', y', z 1 . Soit a un quelconque de ces élémens , on aura 
sa variation da, en augmentant x 1 , y', z' des quantités infiniment 
petites Xdt, Ydt, Zdt-, on aura ainsi 

'■=(Ê I + V f +ï î )* 

9 

et l’on aura de pareilles équations pour les autres élémens de l’or- 
bite b, c, h, i, k. 
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Pour faire usage de ces équations , il faudra substituer à la place 
des variables x, y, z, x', y\ z', leurs valeurs en t et en a, b, 
c, etc. données par les formules trouvées dans le chapitre pre- 
mier; on aura ainsi autant d’équations du premier ordre entre le 
temps t et les élémens a , b, c, etc., devenus variables, qu’il y 
a de ces élémens, et il ne s’agira plus que de les intégrer. 

Si on voulait introduire directement les forces perturbatrices 
dans les équations de l’orbite primitive, (art. 4), il n’y aurait qu’à 

ajouter respectivement les quantités X, Y, Z aux termes R ^ , 
R R ^ de ces équations. Ainsi on peut regarder les équations 

précédentes entre les nouvelles variables a, b, c, etc., comme 
des transformées des équations en x,y, z; mais ces transforma- 
tions seraient peu utiles pour la solution générale du problème. 
Leur grande utilité est lorsque la solution rigoureuse est impos- 
sible, et que les forces perturbatrices sont très-petites; elles four- 
nissent alors un moyen d’approximation que nous avons exposé 
d'une manière générale dans la cinquième Section. 

5g. Cette approximation , fondée sur la variation des élémens , 
est surtout applicable aux orbites elliptiques des planètes, autant 
qu’elles sont dérangées par l’action des autres planètes , et les 
géomètres l’ont souvent employée dans la théorie des planètes et 
des comètes; on peut dire que ce sont les observations elles- 
mêmes qui l’ont lait connaître , avant qu’on y eût été conduit par 
le calcul ; elle a l’avantage de conserver la force elliptique des or- 
bites, et même de supposer l’ellipse invariable pendant un temps 
infiniment petit, de manière que non-seulement le lieu de la pla- 
nète, mais aussi sa vj'tesse et sa direction ne soient point affectées 
de la variation instantanée des élémens. 

En effet, eu regardant les coordonnées x, y, z comme des 
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fonctions du temps et des démens a, b, c, etc., devenues va- 
riables, on a par la différentiation 

dt+^da + ^Jb + gdc+ctc., 

et il est facile de prouver que la partie qui contient les varia- 
tions da, db, etc. devient nulle par la substitution de la valeur 
de da donnée ci-dessus, et des valeurs semblables de db, de, etc. 

Car en faisant ces substitutions dans les termes ^ da -t-^-rfé-f-etc., 
et ordonnant par rapport aux quantités X, Y, Z, on aura 

( dx da . dx db . dx de \ 

Ta * J7+Tb x 17 + T x 17 + etc ) xdt 

/ dx da . dx db , dx de \ 

+ \Ta X ^ r + 3Ï Xd/+ CtC ) Ydt 

, / dx da , dx db , dx de , . \ . 

+ (a£ x 5T + 3ï :>< 3i r+ ^ x àT 4 ' et c.)Zdt. 

Mais en regardant d’abord *, y, z, x', y', z' comme fonctions 
de a, b, c, h, i, k, cl ensuite a, b, c, etc. comme fonctions 
de x, y, z, etc., on a 

dx — Ta da+ Tb db +T * + as rfA+etc., 

d Y — A d- a daJ r% dbJ f i dc + % dh 4- etc., 
etc.; 

da ~Tx dx + % J y + a * dxl + etc - > 
db=£d X + %dy + £dz+g.d X '+eU:., 
etc. 

Substituant dans l’expression de dx, dy, etc. ces valeurs de da, 
db, etc., on doit avoir des équations identiques; par conséquent il 
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foudra que les termes alfectés de dx', dy', dz', dans les expressions 
de dx, dy, dz, deviennent nuis, ce qui donnera, par rapport à dx, 
le» équations identiques 



dx da dx db 

di X d£ + db X dZ 



dx de . 

* x 5? + etc. 



dx da , dx db , dx de 

+ + 27 x 3/ + etc - 

dx da . dx db . dx de . , 

5I x 'S : “+-5û x rf7 + Sr x ^7 + elCl 



~ o. 



= O, 



On aura donc simplement, dx=~ dt , et l’on trouvera de la même 
manière dy—'^- dt, dz = dt, comme si les constantes a, b, c, 
h, etc. ne variaient point. 



60. Lorsque les forces perturbatrices viennent des attractions 
d’autres corps fixes ou mobiles, et que ces attractions sont pro- 
portionnelles à des fonctions des distances , alors si on désigne , 
comme dans l’article 8 de la Section V, par — Cl la somme des 
intégrales de chaque force multipliée par l’élément de sa distance 
au centre d’attraction , et qu’on regarde la quantité £1 comme fonc- 
tion de x, y, z les forces X, Y, Z sont de la forme 

Y da v da da 

A ~~dx f dy » 

je donne ici le signe -+■ à la quantité £1, parce que j’ai supposé que 
les forces X, Y, Z tendent à augmenter les distances x, y, z, au 
lieu que dans les fonctions — Cl les forces perturbatrices , diri- 
gées sur des centres , sont supposées tendre à diminuer les dis- 
tances des corps à ces centres. 

Dans ce Cas , qui est celui de la nature , les variations des élé- 
meus a, b, c, peuvent s’exprimer d’une manière plus simple, en 
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employant , au lieu des différences partielles de fl relatives à x, 
y , z, ses différences partielles relatives à a, b, c, etc., après la 
substitution des valeurs de x,y, z en Jet a, b, c, etc. ; c’est cette 
considération qui a fait naître la nouvelle théorie de la variation 
des constantes arbitraires. 

Si on regarde x, y, z comme fonctions de a, b, c, etc., on 
aura 



da dil da , dci db , da de , 

= + + *£+ etc > 
da da da , da db , da de , . 

<7 = Ta X + db X Ty + 57 X Ty + ClC ‘’ 



da da da . da db , da de , . 

= + x 3I + ÂT + etc ’’ 



et ces valeurs étant substituées dans l’expression de da de Far- 
ticle 58 , à la place de X, Y, Z , elle deviendra 





</a = ( 


da da da da | da da\ 


>È* 


A 


+( 


’ </a s db da db da db N 

,27 X rfx ‘ c/y' X c/y ' </*' X dz / 


>î* 




+( 


' c/a c/c* - , f/a c/c , f/a de > 

.27 x ji'T-rfy X x S / 


>£*» 




etc. 







On peut taire disparaître de cette expression les termes multi- 
pliés par par la considération que fl ne contenant point 
les variables x', y, z’, on a 



da da da . da db da de 

dv' * da X dx' db X dxf de ^ dx 1 

da da da .da db c/n de 

dy ' da X dy' ' db X dy 3c X dy' 

da da da , da db . da de 

37 = Ta x 37+3* x 37 + 2c" x 27 



-f- etc. = o, 

+ etc. = o, 

♦ 

+ etc. bb o. 



Donc 
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Donc, si on soustrait de la valeur de da la quantité 
qui est nulle , on aura 

da _ db , da db \ da db 

W ' 

da 



da = 



| UU UV I IH4 



(ia 

,~3T x 



db_ 

dx' 



_ rfi 

— ir X - 3-7 — 



da db I 

X 3T 



dz 



* 

de 



<iy ~ W 

da de da de da 

dsf dx dÿ ^ dy * dz ^ dz, 

da . de da de da de 

x ^~ï x d? 



I dx X dj 



I* 






etc. 



rfy rf/ 



Cette expression de da est en apparence plus compliquée que 
la formule primitive d’où nous sommes partis; mais elle a, d’un 
autre côté, le grand avantage que les cocfficieus des différences 

partielles ^ etc. deviennent indépendans du temps t, après 
la substitution des valeurs de x, y, z, x', y', z' en t et a, b, c, etc. 
données par le mouvement elliptique de la planète, comme on 
peut s’en assurer par la différentiation, en faisant varier le temps t 
dans les cocfficieus. 

61. En effet, puisque a est censé fonction de t, X, y, z, x', 
y 1 , z', et que x,y, z, x', y', z' varient aussi avec t, de manière 

OUC é? — x' -2 — -v' Hi — r' te dV dy' dV 

wc-ji-x, f t -^y, Tt -Z et - 3rS =_ 2 _, =_ 

dzt df^ * * 

Si— — > par les équations différentielles du problème (art. 4), 

il s’ensuit qu’on aura, en différentiant par rapport à l, 

d, dx~\ 3 ïii + dS' x+ jïi y y +sF<a z 

d'a _dr\j. 

<W X 2T~ dïty X rfy — aéS’ X di) dt 

Méc. anal . Tom. Il . 
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Mais a étant une des constantes arbitraires introduites par l'in- 
tégration des mêmes équations , sa différentielle relative à t doit 

devenir identiquement nulle par les mêmes valeurs de 
~ : on aura donc 

at i 

lia. da , .dit , da , 

_ dr_ da df_ da^ dy 

dx' X dx dy' X dy dx' X dx ~~~ ® * 

équation identique qui subsistera , par conséquent, en faisant va- 
rier séparément x,j, z, X 1 , y', z'. 

Faisons varier x ; on aura donc aussi 




Z' 



_ d ' a ¥!„ 


d'a 


dy 


d'a _dv 


dxdjf ^ dx 


dxdy dy 


dxdx ~dz ' 


da d*r 


da 


d'y 


da d'y _ 


dx' ^ dx* 


dy f dxdy 


d~ dxdx 



Donc la valeur de la différentielle de 



na . . . , 

jr se réduira a 



d 



da da 

dx — sz x 



d'y, da d'y , da d-y 

tt + Iÿ X dïây + dd X Jldx' 



On trouve de la même manière 



J da_da_ <py_ . da (fr , * d*r 

* dy dx' ^ dxdÿ ' dy' ^ dy dx' ^ dydx 9 

j da da d'V . da d'V da d'V 

d -dx — dd x + 3/ x + d? x "JF* 



On aura ensuite 

da 



d. 



d'a 



a? — dx’dt ■+ 



d'a 



d'a 

‘dû?* 






du?* 1 * 

dV d'a 
dxdy 



d'a 



du 



dy 

x Sÿ m 



d'a u 
JI 2 Z z 
d'a dy 
dx'dt X dx 9 
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mais en faisant varier x’ dans l'équation identique da = o, et ob- 
servant que la fonction V est supposée ne pas contenir les va- 
riables x', y', z', on a 




d*a ^ dV d’a ^ dV d*a ^ dV 

~~dIT‘ * I7~ dTdÿ X ly dTSÏ X ïte ° 

donc on aura simplement 

» da ___ da 

a ‘dZ~~ Zc> 

et l’on trouvera de la même manière 

y <ta da y 

d dÿ-~^> 

y da _ da 

4 ‘ di' dz' 

On aura des expressions semblables pour les différentielles 
d -ÿ , -, d d.~, d.^r, d.~y, d. en changeant seulement 
a en b, et ainsi pour les autres quantités semblables. 

Si maintenant on différentie le coefficient de ^ dt dans l’ex- 
pression de da de l’article 60 , et qu’on y substitue les valeurs 

qu’on vient de trouver pour les différentielles de ■?, , 

da da da 

57 ’» 7iy 7 ' dd* on Terra d’abord que les termes qui contiendront 
les différentielles de ^ se détruiront mu- 

tuellement, et que les termes qui contiendront les différentielles 
de etc. étant ordonnés par rapport aux différences par- 

tielles de y, se détruiront aussi mutuellement dans chacun des 
coefficiens de ces différences partielles. 
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D’où l’on peut conclure que le coefficient de dans l’expres- 
sion de da , sera constant à l’égard dn temps t, et ne pourra être 
qu’une fonction de a, b, c, etc., après la substitution des râleurs 
de x, y, z, x', y', t! en a, b, c, etc. et t-, de sorte que la va- 
riable t disparaîtra d’elle- même, et qu’il suffira d’y substituer les 
valeurs de x,y, z , x',y', z' qui répondent ou à f = o,ouàune 
valeur quelconque de t. 

On prouvera de la même manière que le t disparaîtra desautres 
coefficiens des différences partielles de Si, dans la même expres- 
sion de da. Ainsi la variation de a sera représentée par une 
formule qui ne contiendra que les différences partielles de Si par 
rapport à b, c, etc. multipliées chacune par une fonction de a, b, 
c, etc. sans t Et la même chose aura lieu à l’égard des variations 
des autres constantes arbitraires b, c, h, etc. 

Ce résultat important , que nous venons de trouver à posteriori, 
n’est qu’un cas particulier de la théorie générale de la variation des 
constantes arbitraires, que nous avons exposée dans le paragraphe 
second de la Section cinquième ; et nous aurions pu le déduire 
immédiatement de cette théorie ; mais nous avons cru qu’il n’était 
pas inutile de montrer comment on peut y arriver, en partant 
des formules qui donnent directement les variations des élémens 
dues aux forces perturbatrices, et surtout comment ces variations 
acquièrent une forme simple et élégante par la réduction des 
forces perturbatrices aux différences partielles d’une même fonc- 
tion , relatives à ces mêmes élémens regardés comme variables. 

6a. Nous avons supposé, dans farticle 60, que les forces X, 
Y, Z pouvaient s’exprimer par les différences partielles d’une 
même fonction £1, relatives à x, y, z. Cette hypothèse simplifie 
le calcul , mais n’est pas absolument nécessaire pour son exacti- 
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tude, puisque les équations différentielles sont toujours indépen- 
dantes de la nature des forces accélératrices du mobile ; il s’agit 
seulement de savoir ce qu’on doit substituer à la place des diffé- 
rences partielles de n relatives aux constantes arbitraires a, b, 
c, etc. Or ces constantes n’entrent dans la fonction £1 que parce 
qu’elles entrent dans les expressions des variables x,ÿ,z, dont 
SI est supposé fonction ; ainsi on aura 

da da dx.da dy.da dz 

da dx da dy da dz d£ ’ 

et remettant X, Y, Z à la place de on aura 



da 

da 



= x£+ Y% + z 



da 



da 



di 
da ’ 



quelles que soient les valeurs de X, Y, Z. Il en sera de même 
à l’égard de ^ etc., en changeant a en b, c, etc. 

En général , si on dénote par la caractéristique les variations 
dé SI relatives aux constantes arbitraires a, b, c, etc., on aura 

«m = Xht + YSy -f- Z/z; 

et si on suppose que les forces perturbatrices soient R, Q, P, etc., 
tendantes à des centres dont les distances respectives soient r, 
q, p, etc., ce qui donne 

— d'n = Rdr -f- Qdq -f- Prfp -f. etc. ; 

on aura aussi, relativement aux constantes arbitraires, 

— «fn =s R/r ■+■ Qtfq -f- P<fp •+• etc. 

Je donne ici à dsi le signe — , parce que les forces R, Q, P, etc. 
sont supposées tendre à diminuer les distances r, q, p, etc. , au 
lieu que les forces X, Y, Z sont supposées tendre à augmenter 
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les lignes x, y, z, comme nous l’avons déjà observé dans l’ar- 

tide 60. 



63 . Pour appliquer les formules générales de l’article 18 de la 
Section citée, aux élémens d’une planète, il n’y a qu’à considérer 
que les coordonnées x , y, z étant indépendantes, doivent être prises 
pour les variables £, <p-, et comme il n'y a qu’un seul corps 

mobile dont la masse m peut être supposée égale à l’unité, on aura 
simplement, comme dans l'article 3 , 



rp àx' -f- dy -f- dt' x'* -f- y* -f- 1 '* _ 

adt' a ’ 



— = X' 
dx‘ ~~ X ’ 



Ainsi les constantes et, / 3 , y et A, /t, », qui représentent les va- 
leurs de x, y, z et de x', y 1 , z' lorsque t= o (art. îs, Sect. V), 
seront ici x, y, z, x', y', z' (art. 37), et les variations des élémens 
fi, b, c, etc. deviendront de la forme 



» 



da = ( (a, b) ^ 4- {a, c) £ ■+■ etc.) dt, 

db =( — (a, b) + (b, c)£ + etc. )dt, 
etc. , 

les coefficiens représentés par les symboles (a, b), (a, c), etc. 
étant exprimés ainsi : 



(a, 


b) 


da 








da 




+ 


da 




db 


~~ S? 


X 


dx 


+ 


W x 




dz' 


X 


dz 






da 




db 




da 


<u> 


+ 


da 


X 


db 






— a*' 


X 




+ 


ij x 


dy' 


TEL 


dz! 7 






da 




de 


+ 


da ' 


de 




da 




de 


(a. 


«) 


3? 


X 


dx 


dy' X 


3r 


H- 


dz' 


X 


dz 






da 




de 


+ 


da’ 


c/c 




da 




de 






âï 


X 


d? 


^ x 


3? 


4- 


dz 


X 


dz' 



etc. 
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On voit que ces expressions de da, db, etc. coïncident avec 
celles que nous avons trouvées ci-dessus (art. 60) , si ce n’est qu’à 
la place des lettres x, y, z il y a les lettres x, y, z, qui repré- 
sentent les valeurs de x,y, z lorsque test égal à zéro, ou à une valeur 
quelconque, puisque le commencement du temps fest arbitraire, 
ce qui revient au même, parce que les coefficiens (a, b), (a, c), etc. 
devant être indépendans de t, les quantités a, b, c, etc. doivent 
être les mêmes fonctions de x, y, z, x', y', z' que de x, y, z, 
y', z'. 

64 . Comme les quantités x, y, z, x', y', z' sont aussi des cons- 
tantes arbitraires, on peut les prendre à la place des six cons- 

tantes a, b, c, h, i, k. Changeant donc a en x, b en x', c en y,. 
h en y', etc. , on aura 

(*, x')= — 1, (y, y')=a — 1, (z, z') = — 1, 

et tous les autres coefficiens (x, y), (x, z), (x', y), etc. devien- 
dront nuis; de sorte que les variations de x, y, z, x', y', z' seront 
représentées par ces formules très-simples 

dx=z — ~dt, dy-—~dt , </z = — ~ dt f 

dx ' — JZ dt, dy' = ^dt, ' rfz' = g<*, 

lesquelles résultent aussi de celles auxquelles nous sommes par- 
venus directement dans l’article t 4 de la cinquième Section; ainsi 
il y aurait toujours de l’avantage à employer ces constantes à la 
place des autres constantes a, b, c , etc. 

Mais quelles que soient les constantes a, b, c, etc., elles ne 
peuvent ètre’que des fonctions des constantes x, y, z, x', etc.; 
donc réciproquement on peut regarder celles-ci comme fonctions’ 
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de celles-là. On aura ainsi 



dCl dCl . dx . dCl dy .da dz 

da ““ dx cfâ ' dy • da tlz da 



, dCl dx' . da dy' , dci dz' 

+ 37* 3â+2 7 x £+g><Si 



donc substituant les valeurs de ^ , etc. de l’article précé- 
dent , on aura 






c/a 



c/a 



c/a 1 



«fx' 

c/a 









Or x, y, z, x', etc. étant fonctions de a, à, c, etc., on a 

d& =È da+ È db + î dc + etc * 

<**' — *+■ ^ + % dc •+■ etc > 

etc. 



Substituant ces valeurs et ordonnant les termes par rapport aux 
variations da, db, dc, etc., on aura 

* 

jp dt=[a , b]db + [a, c]dc -f- [a, h]dh -f- etc., 



où les symboles [a, b], [<z, c], etc, sont exprimés par ces for- 
mules: 



[a, b] 
la, c] 



dx v dx ' . 
da db 






da db 



da X db 



dx' dx dy' dy dz' 

da ^ db da X db da 



dz 



da dc ' da dc ‘ da de 

dx' dx dy' dy dz' dz 

da ^ dc da ^ dc da de 9 



etc* 



Ou 
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On aura de même, à cause de [6, a]= — [a, A], 



^dt = — [a, 6 ]</a 4- [A, c]tfc 4 - [ 6 , A]<£A 4- etc. , 



ri 1 dx . dx' , dy 

P» <ü = * if + i- x 



dy dz dx' 

de db de 



dx' dx d/ dy dx' dx 

db de db ^ de db de 1 



et ainsi de suite, en changeant simplement les quantités a, b, c, 
h, i, k entr’elles, prises deux à deux, et en observant que l’on a 
en général [b, a] = — [a ,6]; de sorte que la valeur des sym- 
boles ne fait que changer de signe par la permutation des deux 
quantités qu’ils contiennent. 

Si on compare les valeurs de ces symboles marqués par des 
crochets carrés, avec celles des symboles analo|ucs marqués par 
des crochets ronds (art. 63), on y remarque une analogie singu- 
lière, qui consiste en ce qu’elles sont exprimées de la meme manière 
en différences partielles de a, b, c, etc., relatives à x, x', y , etc. , 
ou de x, x', y, etc. relatives Sx a, b, c, etc. 



65. Ces dernières formules sont celles que j’avais trouvées direc- 
tement, dans mon premier Mémoire sur la variation des constantes 
arbitraires (*) , et elles résultent aussi immédiatement de la for- 
mule de l’article îa de la Section V, laquelle, en faisant les substi- 
tutions indiquées ci-dessus (art. 6i), sc réduit à 

A.Cldt = AxJV -f- Aycfy' ~f- AzJY 
— A x’J'x — Ay'cTy — Az'/z. 

/ m 

Dans celte formule , les différences marquées par doivent se 
rapporter aux variations de toutes les constantes arbitraires a, b, 
c, etc. ; mais les différences marquées par A peuvent sc rapporter 



(*) Voyez les Mémoires de la première Classe de l’Institut pour 1808. 
Méc. Anal. Tom. II. ia 
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à la variation de chacune de ces différences en particulier (art. 10 , 
Sect. citée). Ainsi on aura , en rapportant la caractéristique A suc- 
cessivement à (i , b, c, etc., 



da 

da 



clt = 



et de même en changeant a en b , c, etc. 

Mais on a 

** = i da + il db ■+• î- dc *+* « tc - »■ 

J'x' = da + -Jg- db -f- dc -f- etc. , 

.* 

et de même pour J'y, J'y', Sl , J/.'; en faisant ces substitutions 
on n pour ^ , etc. les mêmes formules trouvées ci-dessus. 

Mais une conséquence importante qui résulte de ces formules , 
ccst que la variation de la fonction fi , en tant qu’elle dépend de 
celle des élémens a, b, c, etc., est toujours nulle. En effet, si 
dans la différentielle 



S* + S* + £ dc + ctc., 

on substitue les valeurs de ^2, ^ , ctc.cn j“, etc., on trouve 

que tous les termes se détruisent , ce qui est un résultat très-re- 
marquable. 

• < 

66. Comme la solution du problème principal dans lequel on 
n’a point égard aux forces perturbatrices, doit donner les valeurs 
des variables x, y, z en t, avec les constantes arbitraires n, b, 
c, etc. , il n’y a qu’à faire d’abord t=o dans ces valeurs et dans 
celles de leurs différentielles relatives à t , et prendre ensuite leurs 
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différences partielles relatives a a, b, c, etc. On a ainsi facilement 
les cocfficiens des différences da , db, etc. dans les valeurs de 

~ dt, dt, etc., et il ne s’agit*plus que de chercher ces diffé- 
rences mêmes par des éliminations linéaires , comme je l’ai pra- 
tiqué dans le Mémoire cité, à l’égard des élcmcns des planètes. 

A cet égard, les formules de l’article 6a paraissent avoir de 
l'avantage, en ce qu’elles donnent directement les mêmes diffé- 
rences; mais elles demandent d’abord qu’on ait les expressions 
des constantes arbitraires a, b, c, etc. par les variables x, y, z 
et leurs différentielles , ce qui , dans plusieurs cas , ne peut s’ob- 
tenir que par des éliminations d’un genre supérieur aux linéaires; 
ensuite , après avoir pris leurs différences partielles relatives a x, 
y, z, x',y', z', il faut y remettre les valeurs de ces variables en 
a, b, c, etc., puisqu’eo dernière analyse les cocfficiens (a, b) , 
(a, c), etc. doivent devenir des fonctions de a, b, c, etc. sans t, 
ce qui constitue l’essence et la force de cette analyse. 

Quoi qu’il en soit, ayant donné, dans le paragraphe I, des ex- 
pressions fort simples des coordonnées x, y, z en t et a, b, c, 
h, i, k, nous y appliquerons les formules du dernier article, pour 
en déduire les variations des élcmcns a, b, c, etc., comme nous 
l’avons pratiqué dans le Mémoire cité, parce que le calcul par 
ces formules acquiert une simplicité et une élégance qu’il n’aurait 
pas, à beaucoup près, par les autres formules. 

67. Reprenons les expressions de x, y, z données dans l’ar- 
ticle i 3 , 

x=*X+ 0 r, y = *,X + P,Y, z = a,X + $,Z , 

dans lesquelles (art. 17), 

X=a(cos8 — e), Y— a\A — e'xsinfl, 
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l’angle fl étant déterminé par l’équation (art. 16) 

t — c= \/j,X (fl— esinfl). 

Ces formules ont l’avantage que les trois clémcns de l’orbite, a, 
b, c ne se trouvent pas dans les quantités variables X, Y, et sont 
par conséquent séparées des trois autres élémens h, i, k, qui 
dépendent de la position' de l’orbite, et dont les cocfficicns a, fi, 
a', etc. sont fonctions (art. i 3 ). 

Considérons d'abord la formule 

dx dx ' . dy dy' , dz dz' 

x se + x ■s* + m x ib 

dxf dx t dy 9 dy , dz dz 



et substituons - y les valeurs de x, y, z données ci-dessus; en 
taisant 



v , dx v , _ AY 

X — ~Tt' r — W’ 



on aura pour x', y', z' les mêmes expressions, où les quantités 
X, Y seront marquées d’un trait; et comme les constantes a , 
b n’entrent que dans X et Y, on aura 



dx 

da 

dx 

db 



dX . n dY 



da 



dx . a dr 

a db ■+• & db • 



dx 

~K 



a , a dY ' 



dx' dX' 



i o dY ’. 



et changeant a, /S en a,, fi, et en a,, fi,, on aura les valeurs 



de it d t etc 
üe da' da > elC - 



Ces différentes valeurs étant substituées dans la formule précé- 
dente, et ayant égard aux équations de condition 

** + + *1 = J > fi' ■+• fi' + fil = J } *fi~h *i fi. + «A = », 
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qui ont lieu entre les coefficiens », a,, etc. (art. i4); cette 

formule se réduira à la forme 



dX dX' dY dY’ dX' dX dY' dY 

da ^ db ‘ Hâ ^ db da ^ Hb- da ^ <7F ’ 



où l'on voit que les quantités », 0 , a!, etc. , qui dépendent de la 
position de l’orbite, ont disparu. 

On aura un pareil résultat par rapport aux différences partielles 
relatives à c, et il n’y aura qu’à changer dans la formule précé- 
dente a et à en c. 

Si donc on substitue dans X, Y , X, Y’ leurs valeurs en t, 
qu’ensuite on fasse t égal à zéro ou à une quantité quelconque déter- 
minée , et qu’on désigne par X , Y, X', Y' ce que X, Y, X', Y' 
deviennent, on aura (art. 64) 



r dx dX' . dY dY' dX' dX dY’ dY 

L a ’ b ] = da X tt + dZ >< db—?ï >< db—-iï; X db’ 



et l’on aura de même les valeurs de [a, c] , [é, c] , en changeant 
b en c et a en à dans les différences partielles. 



68. Or on a 

X = a(cosS — e ), Y — as/i — e’sinfl; 

d\ dY 

donc puisque X' — d- , y — on aura 

X'= — asinfl-, Y' =as/i—e‘ X cos 0 f r 

Mais l’équation 

— c) v/J = 6 — e sin S 
donne, par la différentiation, 
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doue on aura 

Y' — _ « A v Y' — 1 / s (*~ e "> " coa9 

A - V; X i-ec««> 1 — V a X i— eco t 6* 

. Il faut maintenant differentier ces formules en faisant varier les 
trois constantes a, e, c ; nous dénoterons par la caractéristique J 
les variations relatives à ces constantes; ainsi on aura d’abord 



JB = 



(t — c)d. y/ ^ — \Z^dc 



ensuite 



jfX = — asinô/8 -f-cosôcfa — d.(ae) , 

JY = o^i — e* cosô<fÔ4-sin9i/.(av^ 1 — e*), 



JX'= — 



c cos 0 — e 
-X' 



:.JB 



a (i — ecosô) a 

/j rinflew» , _ .in9 , /g 

V a X Ci — eco ) <}*“ e i-eco.4 Xa 'V o» 

jr= - v / î><v^x (Tr ^«f8 

+ X C l - ~^ j ÿ de 

+ ^£î» rf /^ xv /r=7*\ 

i — e cos 6 \ V a T / 

On peut faire ici t — o; mais il est plus simple de Élire tz=c, 
ce qui donne aussi 0= o; ainsi on aura, en changeant X, Y 
en X, Y, 

JX= (î — é)da — ade, 

»/l — e 



jTY == a Vi— -e* J Q = — y jj x de » 
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_r\ - , — _ . /i vj ' J> v 

d \ = — V S X r^T — a* X (i-O*’ 

r- , -A/5x VA— «*^ 

«’= v/‘*v^*irè*+ A ■-. 

6g. Ici nous avons conserve la quantité e, qui est la demi-ex- 
centricité; mais si, à sa place, on veut employer le demi-para- 
mètre b=a( 1 — e*), on aura, par la différentiation , 

de = ( i-'")da-db 
a ae 7 

« A « 

et les expressions de JX et de J'Y', qui contiennent de, de- 
viendront 

JX — — 0 — tyda + db 
ae 9 

JY' = i/S x da — \/£x ± -~ 

» <* aae V a aoe(i — f) l^i — e* 

De là nous aurons les différences partielles 
dX ( 



tla 

,l\ 

(la 

<«' 

da 



! ' ÿ? _ 1 

** db ~ m ~ ae 9 


0 

II 

Si* 


§4 S? 

Il 

0 


S~-v foÇ. 


0 

II 

*XJ 


de a* (i — e ) 4 ’ 


i— e» rfY' 


/i~ 1 


aae 7 V 


a aae(i— e)l/i — «** 



dr 



et 1 on trouvera , par la substitution de ces valeurs dans les cx- 
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pressions des symboles [a, V\, [ a,c ], [ b , c] de l’article 67, 



&+ÿiï=7j 
c] = &(id7r- iïZ^7=ï) =°- 



e_ 

aa* 7 



On aurait encore les mêmes résultats en changeant b en e, si 
on voulait conserver l’excentricité à la place du paramétre. 



70. Considérons ensuite la formule 




dx' dx dy dy dz de. 



Comme la quantité h ne se trouve que dans les coefficicns a , 
a,, etc. qui ne contiennent point a, on aura 

dx (U Y ,ds v dx du v , 1 r!3 v , 

dh dh "Sh 9 dh dh * ' 'dît 9 



et changeant a, /3 en a,, /S, et en a„ jS, , on aura les valeurs de 

M’ % ’ Æ‘ 3K' ^ l’®€ ar< * des différences partielles relatives à a, 

« 

clics seront les mêmes que dans l’article précédent. 

En faisant ces substitutions, on remarquera qu’en vertu des 
mêmes équations de condition diifércntiécs, on aura 

ada 4-a.c/a, -f- a,c/a, = o , fid/Z + fi,df 3. + P.dfi, = o , 
a d& + a,rf/3, + a.rfj3, = — @da — /3,c/a, — /3,c/a. ; 

de sorte qu’en faisant, pour abréger, 

/3c?a -f- /S, c/a, + &</a. = d % , 

(j’emploie l’expression différentielle dx, quoique la valeur de d% 

ne 
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ne soit pas une différentielle complète) , la formule 

S x d h \ -à * dK + Ta * dh 

se réduira à la forme 

, / ,dr Y ,dx\dx 

\ X Ta * TjdK> 
et la formule . ' 

djd dx . dy dy , dx ^ dx 

TÏ * dh + iL * ih + & * 
à cette forme semblable 

f v dV v à_K\dx 

\ A ~dï~ 1 da J d/l' 

Donc, en retranchant la seconde de ces quantités de la première, et 
observant que X'dY+YdX’=d.X'Y, et Y'dX+XdY'=d.XY', 
on aura pour la transformée de la formule dont il s’agit, conte- 
nant les différences partielles relatives à a et h , 

d.{YX-xr) _ d x 

T a x ’ 

et il en sera de même en changeant a en b et c, et h en i et L 

71 . Il nous reste à considérer les formules où il n’y a que des 
différences partielles relatives a h, i, k j de sorte que comme ces 
quantités n’entrent que dans les coefficicns <* , /3, , etc. , il n’y 

aura aussi que ces coefficicns qui deviendront variables. 

Les différentielles de ces coefficicns se réduisent à une forme 
très- simple, en employant les cocffiçiens analogues y, y y", et en 
ayant égard aux équations de condition entre ces diffërcns coeili - 
ciens (art. i4). 

En effet , si on suppose 

yda. + y,dt t, -f- y,da, = dir , 
ydfi + y,di 3, + y. dfi, = di r, 

Méc. anal. Tom. II. 1 5 . 



Digitized by Google 



98 ' MÉCANIQUE ANALYTIQUE, 

les trois équations 

ad a + a,da, + ct,dà, = o, 

Pda + P ,da, + p,tk, = dx , 
yda + y,da, 4- y.da, = <be 

étant ajoutées ensemble, après avoir multiplié la première par *, 
la seconde par /3 , et la troisième par y, on a 

da — gdx 4- ydar-, 

et si on les multiplie par a,, P,, y, et par P„ y,, qu’on les 
ajoute ensuite, on a pareillement 

da, — fi.dx 4- y.dar y 
da, — P ,dx 4- y.d7T. 

De même les trois équations 

ad P 4- a, dP, 4- *.dP, — — d%, 

PdP 4- P, dp, 4- P.dp. — o, 
ydp 4“ y,dp, 4- y.dp, = da 

donneront 

dp = ad% 4- yda , 
dP,= — a,dx+ y.da, 

dP.— — a.dx+ y.da. 

\ ■* ' ** * 

Enfin les trois équations 

ady 4- a ,dy, 4- a,dy, — — drr , 

Pdy 4- p,dy, 4- P.dy . — — da , 
ydy 4- y.dy. 4- y.dy. = o 

donneront pareillement 

dy = — adar — Pda , 

• dy, — — a,dar — P,da , 

, dy.— — a, dot — P.da. 
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7a. Par le moyen de ces furmules ou aura 

* 

dx Y tU y dfi 

dh ~ A ~dh 1 dh < 

-(wr-.r)$+»(x£+r£). 



et afTectant les quantités a, fi, y d’un ou de deux traits, on aura 
les valeurs de ^ ; pour avoir celles de il 11 ’y aura 

qu’à affecter d’un trait les quantités X et Y. 11 en sera de mémo 
des différences partielles relatives à i et k, çn ne Élisant que 
changer h en i et k. > 

En faisant ces substitutions et ayant toujours égard aux même# 
équations de condition, la formule 



TX x ^ 



dx’ 



di 

dx 









— UK x ST — dh x 7T 



+ 

dy dt f ds 



tU 



se réduira à celle-ci : 



-(*a +>"&)(*£+*'£) 

=txr-rx')(^xj-jx|;> 



i 



11 en sera de même des formules semblables , en changeant A 
et r en k. 

Comme les cocfliciens a., fi, y, etc sont fonctions des trois 
clcmcns h, i, k (art. i3 et i4) , les trois quantités dx, dv , dr , 
que nous avoua iutroduiles dans les formules précédentes , doivent 
être aussi fonctions des mêmes élémensj et si, dans les valeur 
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de ces trois quantités, on substitue les expressions de a., /3, etc., 
données dans les articles cités, on trouve, après quelques réduc-, 
tions fort simples , 

d% = dk -f- cos idh , 

dw = — cos A sin idh + sin kdi, 

der = sin A sm idh + cos kdi. 

Mais ces quantités ne servent pas seulement à simplifier le cal- 
cul, elles représentent d’une manière fort simple les variations 
instantanées de la position de l’orbite. En effet, comme le plan 
des * cl y, auquel nous avons rapporté l’inclinaison i et la lon- 
gitude A du nœud, est arbitraire, on peut le faire coïncider dans 
un instant avec celui de l’orbite, en faisant i — o; on aura alors 

dx — dk + dit, dir — sin kdi, dtr = cos kdi. 

Dans ce cas, h + k sera l’angle que le grand axe de l’ellipse fait 
avec une ligne fixe; par conséquent dh + dk, ou d%, sera la ro- 
tation élémentaire du grand axe de l’orbite sur son plan. 

L’angle élémentaire di sera l’inclinaison comprise entre deux po- 
sitions successives du plan de l’orbite devenue mobile, et l’angle 
h sera la longitude du nœud formé par ces deux positions, comptée 
sur le même plan ; de sorte qu’en désignant par di' et A' ces deux 
élémens , on aura 

di' = vAAr* -f- da‘ et tang A' = 

ainsi la variation instantanée de la position de l’orbite est déter- 
minée par les trois élémens d%, dr, d<x, d’une manière indépen- 
dante de tout plan de projection. 

7 3. Il est maintenant très-facile de trouver les valeurs des autres 
coefficiens représentés parles symboles [a, h ], [b, A], etc.; il n’y 
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a qu’à substituer pour XY ' — YX', c’est-à-dire pour — y ^ } - V , 

sa valeur, qui est =2? (art. 11 ) = VgÂ(aid- *5), et pour <fx, 
dyr, de, leurs valeurs en A , i, k de l’article précédent; mais à la 
place de l’élément k nous retiendrons l’élément x» qui exprime 
l’angle que le grand axe de l’orbite parcourt en tournant sur son 
plan mobile ; c’est proprement le mouvement de l’aphélie ou du 
périhélie sur le plan même de l’orbite. Nous aurons ainsi 

X = k + /cosiV/A; donc, k = x — /cos idh ; 
ensuite 

£ = *> 35= — cosAsinz, £=sin k, 

^ = sidAsini, = cosA, 

et toutes les autres différences partielles seraient nulles, ce qui 
donne ~ > 







dh* d 


T ~~ di X dh — 


SID I. 


m 




De là on 


aura 










[a, 


A] 


= 0, 


[a, i ] = 0, 


[«» X] 


— °y 




[b, 


h) 


= o, 


[A, i ] = 0, 


[b, X] 






le, 


A] 


= 0, 


te, *'] = 0, 


[e, Xl 


= 0, 




[A, 


il 


= v"P 


X — sin/, [A, 


X)—o, 


U, Xl 


=0. 



74. Ces valeurs, jointes à celles que nous ayons déjà trouvées 
(art. 67), donneront enfin 



102 
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\ dt= dL de, 

' dtz=— i \/\dx, 



eÎQ 

db 

£a— ’ 

dù - dt= — \/gî X sin idi , 



~ dt= \/gb X s'in idh, 



Th 
dn 
di 

g*= tv /ï*> 

d’où résultent ces expressions très-simples des variations des élé- 
mens elliptiques , 

</« = - fxÿ*- *«?* = *•'- 



tf/i = 



^gix Sin i X Ti dl ’ dl V&x ùn ‘ dh' 

7 5. On aurait des formules un peu moins simples, si à la place 
du demi-paramètre b on voulait conserver la demi-excentricité e. 
Alors, à cause de b—a( 1 — e'), ou aurait AJ J A =\/ga(i e ), 
ce qui donnerait 

r -.1 _ t/gQ— «*) fe VT — eV/( ? 

[a, X] — at /~ > L > X] jXi — «• * 



rfn 



a\/a 

et les valeurs de ^ A, 35 A, ^ A deviendraient 



da 


dt = 


c V^.-e). 


da 


aa‘ 


2 y a 


dn 

T 


dt = 


et/ là 
t/ I — e’ 


dX , 

m 


dCl 


dt = 


✓eO— 


Üda- 




2 y a 


y l — e* 
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d’où l’on tire , en substituant pour a sa valeur donnée ci-dessus^ 



• an* dci . o( i — e* ) clCl », 

lfc = 7 x 3»‘ , ‘ + *» 



de = — — 1 : / x 4 ; <fr- 
V/ga “X 

, i/i —8* rfn j. 

Xaï *’ 



ede 



Ê« 



*1 



qu’on substituera à la place des valeurs de </c, </6, </%, de l’ar- 
ticle préeédeut , les autres valeurs demeurant les mêmes. 

Par ces formules on peut donc avoir l’effet des forces perturba- 
trices sur le mouvement d’une planète, en rendant variables les 
quantités qui, sans ces forces, seraient constantes; mais quoi- 
qu’on puisse de cette manière, déterminer toutes les inégalités 
ducs aux perturbations, c’est surtout pour les inégalités qu’on 
nomme séculaires , que les formules que nous venons de donner 
sont utiles, parce que ces inégalités étant indépendantes des pé- 
riodes relatives aux mouvemens des planètes, affectent essentiel- 
lement leurs élémens et y produisent des variations ou croissantes 
avec le temps, ou périodiques, mais avec des périodes propres 
et d’une longue durée. 



76. Pour déterminer les variations séculaires, il n’y aura qu’à 
substituer pour H la partie non périodique de celte fonction, 
c’est-à-dire le premier terme du développement de CL en série du 
sinus et du cosinus d’angles dépendons des moyens mouvemens 
de la planète troublée et des planètes perturbatrices. Car fl n’étant 
fonction que des coordonnées elliptiques de ces planètes, lesquelles 
peuvent toujours , du moins tant que les excentricités et les in- 
clinaisons sont peu considérables , se- réduire en séries du sinus 
et cosinus d’angles proportionnels aux anomalies et aux longitudes 
moyennes; on pourra aussi développer la fonction fl dans une 
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série du même genre, et le premier terme sans sinus et cosinus, 

sera le seul qui puisse donner des équations séculaires. 

Désignons par (n) ce premier terme de £1 , lequel sera une 
simple fonction des élémens a, b, c, e, h, i de la planète trou- 
blée, et des élémens semblables des planètes perturbatrices; il est 
clair que l’élément c qui est joint au temps t ne s’y trouvera pas; 
ainsi en substituant A à la place de £î, on aura, pour les varia- 
tions séculaires, les formules 



da — o, de — — - x 



(Ai) 



g ' ' da 



dt 



a(i • 



6 « 



— X -2T» 



de — — * 

de ~ Vw 
dh = 

j/g b «n idi ’ 



d(Q) 



dt > d ’ t = -%- X l di 

di ~ ~ 



dt, 



où b = a( 1 — e ’). 



77. L’équation da-= o fait voir que le demi-grand axe, ou la 
distance moyenne a n’est sujette à aucune variation séculaire , 
ce qui n’est qu’un cas particulier du théorème général que nous 
avons démontré dans l’article a3 de la Section V ; car la quantité 
H de cet article e£l la même que la quantité II des articles 3 et 
suivans de la Section précédente, et on voit par l’article i5, que 

l’on a H — — Ainsi il faut appliquer à la distance moyenne 

des planètes les résultats que nous avons trouvés sur la valeur de 
la force vive d’un système quelconque ( Sect. V, $ III ). 

La variation de produit une altération dans le mouvement 
moyen; car u—(t — c) \J ^ étant l’anomalie moyenne, c’est-à- 

dire, l’angle du mouvement moyen compté depuis le périhélie 
(art. 19), cette anomalie sera sujette à 'une variation exprimée 

par 
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par — ~ydc, à cause de da— o; et si on ajoute la variation d%, 
du lieu du périhélie dans l’orbite , on aura dx — \J ^dc pour la 

variation séculaire de la longitude moyenne , que nous désigne- 
rons par dx. 

On aura ainsi 



d\ = dx — = — 



‘'Sx- 



t/g “ 



-M/l— e* 



*«*(“) 

X_ 3T' 



à cause de 1 — \/i — e* = * — i 

i+l/i-e* 



78 . Lorsque l’excentricité e est fort petite , les valeurs de de 
et dx ont l’inconvénient d’avoir au dénominateur la quantité 
très-petite e. Mais il est facile d’y remédier en substituant à la 
place de e et % les transformées e sinx, ecos%. 

En effet , si on fait 

m — eainx, n — ecosx, 

on aura 

dm = siaxde -hecosxdx, dn — cos xde — e sin yjdx ; 
donc substituant les valeurs de de et dx , . 



dm = -7ïr( cos ^^- sin ^©^» 



dn - - -y=- ( siû * -jr + cos *S) dl - 

Or , en regardant (O) comme fonction de e et x » et comme fonc- 
tion de m , n , on a 






Mèc. anal. Tom. IJ. 



>4 
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équation identique qui, par U substitution des valeurs de dm et 

rf/t, donne ces deux-ci : 



< /(n)_rf(n) d(n) . 

~S% — IfïT e C03X HïT e 

d(ü) d(Cï) . . d(Cl) 

-dT = -kr S1D * 



donc , faisant ces substitutions , on aura les équations 



y/ g„ dn y/ g a dm T 



qu’on pourra employer à la place de celle» qui donnent les va- 
leurs de de et d% (art. 76). 

On peut faire des transformations analogues sur les dernières 
équations qui donnent les valeurs de dh et di. 

Soit pour cela 

p s= situ sin/i , q ss siuicosA; 



on trouvera par un procédé analogue. 



, coat dCQ) j. 

^ = VP X - W dt * 



dq = 







79. Les forces perturbatrices que l’on considère dans la théorie 
des planètes, viennent de l’attraction des autres planètes, et nous 
donnerons plus bas la valeur de H qui résulte de cette attraction ; 
mais on pourrait aussi regarder comme force perturbatrice la ré- 
sistance qu’elles éprouveraient de la part d’un fluide très-subtil , 
dans leqael on les supposerait nager. Dans ce cas, en prenant R 
pour la résistance, on ferait, comme on l’a vu dans l’article 8 de 
la seconde Section , 

= 37 ^ + ^ + 37 ^» 
le fluide résistant étant supposé en repos. 
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Il en résultera ainsi , dans la valeurs de J'ti , les termes (art, 61) 

— R<fr = — R 




On suppose ordinairement la résistance proportionnelle au carré 
de la vitesse , laquelle est représentée par et à la densité du mi- 

lieu, que nous désignerons par F ; ainsi les termes dus à la 
résistance, dans l’expression de SCI, seront 

ijJtg. > k 

Tds (dxïjc -f- dyfy -f- dt/j) 



Pour évaluer la quantité dxSx -+- dySy -h dzSz, il n’y a qu’à 
employer les formules des articles 67 et 70, çn observant que la 
caractéristique d se rapporte au temps t, qui n’entre que dans les 
valeurs de X et T, et que la caractéristique J' doit m rapporter 
aux constantes arbitraires a, b, etc-, qui entrent dans X et Y 
et dans les coefBciens «, fi, etc. 

On aura ainsi , en changeant d en S dans les expressions de 

du, dfi, etc., *- 

■* 

dx = udX+fidY , dy se u,dX+ fi,dY, di^^dX + fiylY, 
Sx — uSX+ fiS Y + X(fiSX + yS-Tr) + Y(—*SX+yS*) 

= *(SX-YSx)-bfi(SY+XSx) + y(XS 7 r-i- Y Sa), 

Sy = u, (SX- YSx ) + fi, (S Y-h XSyj + Y(XJ*+ Y #*) , * 

Sz — <t,(SX — YSx)' 4 - fi.(SY-h JËiX)‘hyi{XSyr-h YS«\ 

■ t: ^ - ^ -, &S*' 

De là, en ayant égard aux équations de condition entre lee eoeffi- 
ciens a, fi, y, etç. (art. îi), on aura 

dxSx -fe- dySy 4. dzSz 
= dxSx - h dYSY-h JT*- YSX)Sx , 

et si on y substitue pour X et T leurs valeur» rfœ $ , r sin<t> 



Digitized by Google 




joS MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 

(art. 1 5 ), on aura ’ 

dXSX+dYSY — drJ'r-h r'dtiQ , 

XdY— YdX—r'dd>, 

ds = \/dX‘ 4 -dY' = \/ dr* -f- >^dt>‘. 

Donc les termes à ajouter à Si 1, à raison de la résistance du mi- 
lieu , seront représentés par 

r \/ ftr* r‘dt:'{drir -f- r’ 1 d<bS& -f- rViÆst'y) 

— , 

où il n’y aura plus qu’à substituer pour r et ® leurs valeurs en t, 
données par les formules des articles ai , 22 , en faisant attention 
que la caractéristique d se rapporte à la variable t , et la S aux 
constantes arbitraires. 

CHAPITRE III. 

Sur le mouvement d’un corps attiré vers deux centrés fixes par des 
forces réciproquement proportionnelles aux carrés des distances. 

80. Quoique ce problème ne puisse avoir aucune application au 
système du monde, où tous les centres d’attraction sont en mou- 
vement, il est néanmoins assez intéressant du côté analytique, 
pour mériter d’être traité en particulier avec quelque détail. 

Supposons qu’un corps isolé soit attiré à la fois vers deux centres 
fixes par des forces proportionnelles à des fonctions quelconques 
des distances. 

Soit, comme dans l’article 4 , l’un des centres à l’origine des 
coordonnées, et R la force attractive ; et pour l’autre centre, sup- 
posons que sa position soit déterminée par les coordonnées a , 
b, c, parallèles aux x, y , z; soit, de plus, Q sa force attractive, 
et q la distance du corps à ce centre, il est clair qu’on aura 

•> : q => ÿ[(x — a)* -H y— b)' -f (z — c)*] , 
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c’est-à-dire, en substituant pour x,y, z leurs valeurs en r, 
+> tp (art. 4), 

r* — ar[(acos$ -f- b sin<p)cos 4 + csin 4 ] -+- A*), 

en faisant h = \Z{a' + b' -f- c*), distance des deux centres. 

Il est clair que la valeur de T sera la même que dans le pro- 
blème du chapitre I ; mais la valeur de V sc trouvera augmentée 
du terme fQdq ; et comme Q est fonction de q, et q fonction de 

J^// 

r, <p, 4, ce terme donnera, dans les différentielles , 

les termes suivans , savoir, Q^, Q Q ^7, qu’il faudra par 

conséquent ajouter respectivement aux premiers membres des 
équations différentielles de l’article cité. 

On aura donc pour le mouvement du corps attiré vers deux 
centres par les forces R et Q, les trois équations suivantes: 



d*r r (coi P’df + dj' ) dq 

d? lh' ^ " + V ï-° 



d.r>d-\. 

~~ 3 F~ 



r*§in4 cos4^î* 
d? 




d. r 9 cos p’rlf 
dt' 




O 






•O), 

•(*), 

.(3). 



Et si le corps était attiré en même temps vers d’autres centres, 
il n’y aurait qu’à ajouter à ces équations des termes semblables 
pour chacun de ces centres. 

, L’équation T- f- donnera cette quatrième équation, qui 

est une intégrale des précédentes, 



r*(co»4*^ a “f* <ty a ) -f- dr * 

Q d? 



fRdr + / Qdq = aH ; 



et il est visible, en effet, que les trois équations précédentes étant 
multipliées respectivement par t/4, dp, dr., et ajoutées ensemble , 
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donnent une équation intégrable , et dont l’intégrale est celle que 

nous venons de présenter. 

On tire de cette équation 

= 4 U - ifRdr— ufQdq - % , 

valeur qui, étant substituée dans la première équation multipliée 
par r, la réduit à 

'ïdF + Rr + 3fSdr+ Qr^+ *fQdq = 4 H. 

Or, puisque ç*=7'*+Zt* — ar[(acostp+isin<p)cos4'+csin4], 
on aura, en faisant varier r, 

q jj— r— (a cos? -Hftsimp)cos4— csin4-= r— ■ -— h ~ cl - > 

donc substituant celto valeur de ^ , on aura enfin 

S + ^ + 3fRdr + Q r ‘ + Z‘- h ' -4- zfQdq = 4 H. 

Cette équation a l’avantage de ne contenir que les deux va- 
riables r et q , et elle indique en même temps qu’il doit y avoir une 
pareille équation entre q et r, en changeant simplement r et q , 
ainsi que R et Q entr’eUes ; car il est indifférent de rapporter le 
mouvement du corps à l’un ou à l’autre des deux centres fixes, et 
il est clair qu’en le rapportant au centre des deux forces Q, on 
trouverait, par une analyse semblable à la précédente, 

? m 

VQrfî + R ~ + i~ h ' + >f Rdr = «r Î 

ainsi on pourra, par ces deux équations, déterminer directement 
les deux rayons r et q. .j 
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Je remarque maintenant qu’on peut, sans rien ôter à la géné- 
ralité , supposer les deux coordonnées a et b du centre des forces 
Q, nullcs , ce qui revient à placer l’axe des coordonnées z dans 
la ligne qui joint les deux centres. Par cette supposition, on aura 
c = h, et la quantité q deviendra t/(r* — a/irsin^ -f- h x ) , laquelle 

ne contenant plus <p, on aura donc ^=o. Par conséquent la troi- 
sième équation différentielle se réduira à s 0 , dont l’in- 

tégrale est f" ro ^ r j? __ jj , ÿ étaut une constante arbitraire; d’où 

„ .. da B . . , r* 4- A* — • g* , 

I on tire ~ = - — j- ; mais on a 81114 =s — — ; donc 

dt r*cos4* ' ~ 2 hr ’ 

cos 4- = f * h par conséquent en substituant 

cette valeur, on aura 

df 4 Bh » 

2T — 4&V*_ (r* + A* — <7')* ’ 

de sorte que connaissant r et q en t, on aura aussi <p en t. 

Or, puisque siu-j’ et ^ sont déjà données en r et g, il est clair 

qu’on peut réduire la quatrième équation à ne contenir que r et 
g, et alors elle sera nécessairement, à raison de la constante ar- 
bitraire B, une intégrale complète des deux équations ci-dessus, 
en r et g. En effet, on aura 

jJI. ('* + 9* — h‘)dr — arqdq 

^ 4 AV — ( r - -f A* — q'y » 

ajoutant dr*, et réduisant, il viendra 

rV 4 * 4 - rfr* = 4 
De plus, on aura 
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Donc faisant ces substitutions dans la quatrième équation et ôtant 
le dénominateur, on aura celte intégrale 

. ?**•** + r*q'dq' — (r* + q' — A*) rqdrdq , _ 

a + 2 B 

+ [4A*r* — (r* + A* — 9*)*] (/ Rdr 4- fQdq — a H) =0.. *(a). 

Et il est facile de voir maintenant, d’après la forme de cette équa- 
tion , qu’elle résulte des deux équations en r et q, multipliées respec- 
tivement par 2 q'd.r* — (r*+9‘ — li')d.q *, a r'd.q' — {r'-\-q' — h')d . r", 
ajoutées ensemble et intégrées ensuite ; mais il aurait été assez diffi- 
cile de découvrir cette intégrale à priori. 

8x. Pour achever la solution, il faut avoir encore une autre 
intégrale des mêmes équations; mais on ne saurait y parvenir que 
pour des valeurs particulières de R et Q. 

Si ou suppose , ce qui est le cas de la nature , 




on trouve alors que ces équations, multipliées l’unc par d.q‘, et 
l’autre par d.r*, donnent une somme intégrable et dont l’inté- 
grale est 

d.r’X.d.q' _ «(Sr’ + q' — h’) _ fi(.3q' + r* — h') 

■ adt‘ r q 

= 4//(r*-f-9‘)+aC (6), 

C étant une nouvelle constante arbitraire. 

Cette équation étant multipliée par r*4-9’ — A*, et ajoutée à l’in- 
tégrale (a) trouvée précédemment, donne, dans l’hypothèse pré- 
sente, une réduite de la forme 

_ 2aJir . + 3 q‘ - a*) 

— 2)3 q(q‘ -f 3r* — A*) = 2 H(r* -f- q* -f- 6r\/ — A 4 ) 

4- aC(r* 4- q' — A*) — aJ3*. . (c). 
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Et la même équation étant multipliée par a rq, et ensuite ajou- 
tée à celle-ci, ou retranchée, donnera cette double équatioD, 

_ ®[(r± qy - h'{r± g)] 

- 0 [(ç=br)’-A'(q=kr)] = ff[(rd=qy-h*] 



+ C(rd=qy—B‘ ...(d). 

De sorte qu’en Elisant r -t-q — s , r — q = u, on aura ces 
deux-ci : 



“ ( a +W + -h*)+Cs'-B'} 

(i’ — u'ydu' 



iS de' 



(*— /Z)u'+ h'(*—tZ)u~H(u*—h')-hCu''-B'\ 



■••toi 



d’où l’on tire d’abord cette équation, où les variables sont séparées, 



ds 



+ CV - A*(« + (8) j — Hh> — fi* J 
' /s)u»-+- Cu»— A'(« — 4)u — ATA* — J*] *•••(/)» 



ensuite, . 
dt = 



s*ds 



4t/[// 1 ‘ + («4-^ + C>* — A-(« + i8)i — //A» — /*•'] 

. Wu />\ 

4V''[//u* + (*— ««M- £V—A*(« + (»)« — HA' — Æ‘] ’ 

Les mêmes substitutions étant employées dans l’expression de 

^ trouvée ci-dessus , on aura 

dt 4Bh' 4Bh* / i i y 

2t (j* — h') (u‘ — A‘) j* — u* \ j‘ — A* u* — A* / ’ 

et substituant la valeur de dt, 

Bh'ds 

(** — A‘) v/[«s> -J- (« -f- /!>' + CS — A‘(« + fi)j — i/At— B‘] 

Bh'du ,• s 

~ (u“— A*)V[«u» + <«_ l 8V + C , u‘— A'C-— /»)u — ffA*— Æ*]’* 't */' 
JRfifc. anal. Tom. II. ïS 
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Si on pouvait intégrer chacune de ccs différentielles , on aurait 
d'abord une équation entre s et u, ensuite on aurait t et p en fonc- 
tions de j et u\ donc on aurait q, et de là t, et <p en fonctions- 
de r; et comme 



sin4 = 



r* + *■ - <?» 
Sïr * 



on aurait aussi 4 en r. Mais ces différentielles se rapportant à la 
rectification des sections coniques , on ne saurait les intégrer que 
par approximation, et la meilleure méthode pour cela me paraît 
celle que j’ai donnée ailleurs (*) pour l’intégration de toutes les 
différentielles qui renferment un radical carré où la variable monte 
à la quatrième dimension sous le signe. 

8 a. Si , outre les deux forces ~ et ~ qui attirent le corps vers 

les deux centres fixes, il y avait une troisième force proportion- 
nelle à la distance, qui l’attirât vers le point placé au milieu de 
la ligne qui joint les deux centres, il est visible que cette force 
pourrait sc décomposer en deux tendantes aux mêmes points, et 
proportionnelles aussi aux distances. Dans ce cas donc on aurait 

R = ?+*yr t <? = £ + ayy; 

et l’on trouverait que l’intégrale (A) aurait aussi lieu dans Ce cas; 
seulement il faudrait ajouter à son premier membre les termes 

y [5r*ÿ- + 4 (H q*) — fi* (r* + 5 *)] ; 

ensuite il y aurait à ajouter au premier membre de l’équation (c) 
les termes 



1 [r* + 9 ' 4- 1 5r*ç*(r* + q‘) — A*(r< -J- q* + 6ry)j, 



C*) Voyez le quatrième volume de» anciens Mémoires de Turin. 
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cl par eonsçquent au premier membre de l’équation (d) les tenues 

?[(/-*?)•- A* (r=b ? )<]. 



De sorte qu’il n’y aura qu’à augmenter les polynômes en s et u 
sous le signe radical, dans les équations (e), (/'), (g), des termes 
respectifs 

— jj (s* — h's*) et | (a* — h‘u *) , 

■ v a£« ;vikï aà h iüdfSf aj njiljnt «j : 

ce qui nè rend guères la solution plus compliquée. 

83. Quoiqu’il soit, impossible d’intégrer en général l’équation 
trouvée (/) entre s et u, et d'avoir par conséquent une relation 
finie entre ces deux variables , on peut néanmoins en avoir deux 
intégrales particulières représentées par s— cons t. et u — consL 
En effet, si on représente en général cette équation par 

* é. ds du 

= VV* .-ai 

il est clair qu’elle aura aussi lieu en faisant ds ou du nuis, pourvu 
que les dénominateurs \/S ou \/U soient aussi nuis en meme 
temps, et du même ordre. 

Pour déterminer les conditions nécessaires dans ce cas, on fera 
s = f-\- tt > , f étant une constante, et a> une quantité infiniment 
petite, et désignant par F ce que devient S lorsqu’on change s 

dt 



en /, le membre — ^ deviendra 



* îgjt. 



i/(' 



dF , d"F 7 , \» 

df m + W + ftc ) 



il faudra donc, pour qu’il y ait le même nombre de dimensions de u 

< • - *dF 

en haut et en bas, que l’on ait F~o, et^=oj alors à cause de 
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u infiniment petit, ia différentielle dont il s’agit sc réduira à 



dont l’intégrale est 



dm 






’d-F > 
a df* 



l | • 

/d'F 

V *àj* 



k étant une constante arbitraire. Si donc on fait <*=o, et qu’on 
prenne en meme temps aussi k = o, la valeur de l. £ deviendra 

indéterminée, et l’équation pourra toujours subsister, quelque va- 

/ du 

—ÿ. Or on sait, et il est 

visible par soi-même que F=o et ^ = o sont les conditions 

qui rendent f une racine double de l’équation F— o. D’où il 
suit en général que si le polynôme S a une ou plusieurs racines 
doubles, chacune de ces racines fournira une valeur particulière 
de s ; il en sera de même pour le polynôme U. 

Maintenant il est clair que l’équation s— /ou r + q—f re- 
présente une ellipse dont les deux foyers sont aux deux centres 
des rayons r et q, et dont le grand axe est égal à y? De même 
l’équation «=<? ou r — q =g représente une hyperbole dont les 
foyers sont aux mêmes centres , et dont le premier axe est g. 

Ainsi les solutions particulières dont nous venons de parler , 

donnent des ellipses ou des hyperboles décrites autour des centres 

* 

des forces ~ pris pour foyers. Et comme les polynômes S et y 

contiennent les trois constantes arbitraires A, B, C dépendantes 
de la direction et de la vitesse initiales du corps, il est visible 
qu’on pourra toujours prendre ces élémens , tels que le corps dé- 
crive une ellipse ou une hyperbole donnée autour des foyers don- 
nés. Ainsi la même section conique qui peut être décrite en vertu 
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d’une force tendante à l’un des foyers et agissant en raison inverse 
des carrés des distances , ou tendante au centre et agissant en raison 
directe des distances, peut l'être encore en vertu de trois forces 
pareilles tendantes aux deux foyers et au centre , ce qui est très- 
remarquable. 

84. S’il n’y avait qu’un seul centre vers lequel le corps fût at- 
tiré par la force on aurait le cas de l’orbite elliptique que 

nous avons résolu dans le chapitre premier. Dans ce cas on au- 
rait /3 = o, y= o, et les deux polynômes S et U deviendraient 
semblables et ne passeraient pas le quatrième degré; les équations 
{/), (g), (A) de l’article 81 seraient alors intégrables par les mé- 
thodes connues , et le mouvement du corps serait déterminé par 
des formules en s et u, c’est-à-dire, par les distances aux deux 
centres , dont l’un , celui dont Tatlraction est nulle, pourrait être 
placé où l’on voudrait; ces formules ne seraient donc que de pure . 
curiosité ; mais il y a un cas où elles se simplifient et donnent un 
résultat remarquable, e’est celui où le centre d’attraction nulle 
est placé sur le périmètre de l’ellipse. 

Pour obtenir ce cas , on déterminera les constantes B et C 
de manière que le rayon q étant nul , l’autre rayon r soit égal 
à A, distance entre les deux centres; par conséquent il faudra 
que les variables s — r+q et u=r — q deviennent à la fois 
égales à A. Les équations (e) de l’article 8 j sont très-propres à 
cette détermination. 

Faisant s= u= h, la première de ces équations donne 
B‘ = CA •; 

ensuite, la différence de ces équations étant divisée par s — u , 
si on y fait s=u = h, on a, à cause de fi — o, 

•m 

— 3 <*A* H-aA* sss 4 HA* •+• 2 CA ; 
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.d’où l’on tire 

C = — <th — xHh\ 

Par les .substitutions de ces valeurs , le polynôme 

Hs* + as 3 + Cs* — tth's — tih 4 — B‘ 

devient 

H (s 4 — a -+- h*) -1- a(i s — s'h‘ — sh * A 1 ) , 

.ce qui se réduit à la forme 

H(s+hY(s— hy+a(s+h)(s— A)*} 
il en sera de même du polynôme en u. 

Or, par l’article i5, on a, dans ce cas , a=g et II = — - e , 



a étant le demi-grand axe 
[g) deviendront 


de l’ellipse; donc les équations. (/) et 


ds 


(.'-*)]/ 


''g ('+*> — £('+■*)* 




du 


(u— A)y 


(u + A) — + 


dis- 


s'ds 




/g( J+ A)— ^( f + A)* 


' • 


U'du 


4(“— *)\ 


/&(“■+ *)— —(.u +hy 


et si de cette dernière on retranche la première , multipliée par 
h‘, et qu’ensuite on divise les numérateurs et les dénominateurs 


respectivement par s — h, 


u — h, on aura , . 


fit— 


0 + h)dt 







(u + h)du 
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expression qui a l'avantage de ne contenir d’autre élément que 
le grand axe sa. 



85. Si on fait 



/ 




Kntégrale étant prise de manière qu’elle commence lorsque z a 
une valeur quelconque donnée, et qu’on remette pour s et « leurs 
valeurs p+q, p — q, on aura, en intégrant, 

‘itVs— { (* +p + q) — f(A +/>—?) > 



où l’on voit que £=o lorsque q = o, de quelque manière que 
l’intégrale soit prise. 

Or , puisque p est le rayon vecteur qui part du foyer , q est 
le rayon qui part da l’autre centre, qui est pris dans un point 
de l’ellipse, et dont la distance au foyer est h; il est clair que h 
et p seront deux rayons vecteurs, et que q sera la corde de l’arc 
intercepté entre ces deux rayons; par conséquent l’expression 
précédente de t sera le temps employé par le mobile à décrire 
cet arc dans l’ellipse, lequel sera donné ainsi par la somme des 
rayons vecteurs h+p, par la corde q, et par le grand axe aa. 

L’intégrale que nous avons désignée par fonction fi. dépend des 
arcs de cercle , ou des logarithmes , suivant que a est positif ou 
négatif; mais lorsque l’axe sa est très -grand, cette fonction se 
réduit à une série très-convergente ; on a alors 



fz = j z* *+- 






5 .ao 4.7.40* 



-f- etc. 



Le premier terme donne l’expression du temps dans la para- 
bole, et l’on a 

Wg= \ {f+p+qf — I (f+p — q)*. 
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laquelle . coïncide avec celle que nous avons trouvée dans l’ar- 
ticle a 5 . Le reste de la série donne la différence des temps em- 
ployés à parcourir un arc de parabole, et un arc d’ellipse ou 
d’hyperbole ayant la même corde u et la même somme s des 
rayons vecteurs. 

Cette belle propriété du mouvement dans les sections coniques , 
a été trouvée par Lambert, qui en a donné une démonstration 
ingénieuse dans son Traité intitulé : Insigniores orbitœ cometarum 
proprietates. Voyez aussi les Mémoires de l’Académie de Berlin 
pour l’année 1778. 

Le problème que nous venons de résoudre l’a été d’abord par 
Euler, dans le cas où il n’y a que deux centres fixes. qui attirent 
en raison inverse des carrés des distances, et où le corps se meut 
dans un plan passant par les deux centres ( Mémoires de Berlin 
de 1760.) ; sa solution est surtout remarquable par l’art avec le- 
quel il a su employer différentes substitutions, pour ramener au 
premier ordre et aux quadratures , des équations différentielles qui, 
par leur complication , se refusaient à toutes les méthodes connues. 

En donnant une autre forme à ces équations , je suis parvenu 
directement aux mêmes résultats, et j’ai même pu les étendre au 
cas où la courbe n’est pas dans un même plan, et où il y a , de 
plus, une force proportionnelle à la distance et tendante à un centre 
fixe placé au milieu des deux autres centres. Voyez le quatrième 
volume des anciens Mémoires de Turin , d’où l’analyse précé- 
dente est tirée , et dans lequel on trouvera aussi l’examen du cas 
où l'un des centres s’éloignant à l'infini, la force tendante à ce 
centre deviendrait uniforme et agirait suivant des lignes paral- 
lèles; et il est remarquable que dans ce cas la solution ne se sim- 
plifie guères; seulement les radicaux qui forment les dénominateurs 
des équations séparées , au lieu de contenir les quatrièmes puis- 
sances des variables, ne contiennent que les troisièmes, ce qui 

fuit 
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fait également dépendre leur intégration de la rectification des sec- 
tions coniques. 

CHAPITRE IV. 

Du mouvement de deux ou plusieurs corps libres qui s’attirent 
mutuellement , et en particulier du mouvement des planètes autour 
du soleil , et des variations séculaires de leurs élémens. 

86. Lorsque plusieurs corps s’attirent réciproquement avec des 
forces proportionnelles aux masses et à des fonctions des dis- 
tances, on a, pour leurs mouvemens, les formules générales des 
articles 1 et a, en prenant les corps mêmes pour les centres d’at- 
traction. 

Soient m, m', m”, etc. les masses des corps , x, y, x, x', y, s', 
x", y", z 1 ', etc. leurs coordonnées rectangles rapportées à des axes 
fixes dans l’espace ; la quantité T sera, comme dans l’article x, 



= m 


rf. r* 4. rfy* -f. rf** 


a3ï* 


4 - m' 


dx'* -f- dy % -f- dz'* 


arft* * 


+ m" 


dx^ + dy^ + dz.'' 


arft* * 


etc. 





Soient p', p", p'", etc. les distances des corps m', m", m'", etc. 
au corps m, et R', R", R" 1 , etc. les fonctions de ces distances 
auxquelles les attractions entre ces corps sont proportionnelles. 

Soient aussi p", , p’, etc. les distances des corps m", m'", etc. au 
corps m', et R", R', les fonctions de ces distances proportion- 
nelles aux attractions. 

Soient -de même p ", pi", etc. les distances des corps m'", m"”, etc. 
au corps m", et if’, if”, etc. les fonctions, de ces distances, pro- 
portionnelles aux attractions. 

Méc. anal. Tom. II. 



16 



us MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 

Et ainsi de suite , on aura 

i = vV-*)H<y^y)*-Ki'-*)*, ,’=\/{x--xy-Hy‘-vY+V^)\ «te., 

K=V (X W)‘+ (j'-y'y+v-ty, O , -Ky*-^T+(**-»T*. «‘c-> 

«te. 

et la quantité V (art a) sera 

in (m'fRdp'-+- ml' fl? dp" + m."’{R"dp'" -f- etc.) 
m' {vdfRdp, + m"'JlÇdp: etc.) 

m"(m"/iî*c/p‘ + etc.) , - 
etc. 



Or, quelles que soient les coordonnées indépendantes qu’ou 
voudra adopter, ou aura toujours, par rapport à chacune d’elles, 
comme £ , une équation de la forme canonique 



tr 

■J3| jç ■+■ 




Et comme, dans le système que nous considérons, il n’y a au- 
cun poiut fixe, on pourra prendre l’origine des coordonnées par- 
tout ou l’on voudra , et l’on aura toujours , comme on l’a vu dans 
la troisième Section , les trois intégrales finies relatives au centre 
de gravité, ainsi que les trois intégrales du premier ordre rela- 
tives aux aires, et enfin l’intégrale des forces vives T-\-K—H~ 
On aura de cette manière le mouvement absolu des corps dans 
l’espace ; mais comme la solution de ce problème n’est importante 
qu’à l’égard des planètes , et qu’il n’y a que leurs mouvemens re- 
latifs, par rapport au soleil regardé comme immobile, qui inté- 
ressent l’Astronomie, il nous reste à voir comment on peut 
transporter aux mouvemens relatifs l’équation générale des wou- 
yemens absolus des corps du système. 



■» 
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5 I. 



ia5 



Équations générales pour le mouvement relatif des corps qui 
s’attirent mutuellement. 

87. Supposons qu’on demande les mouvemens relatif» des corps 
m', m", etc. par rapport au corps m; désignons par £' les 

coordonnées rectangles du corps m', rapporté au corps m, en 
prenant ce dernier corps pour l’origine des coordonnées; soient 
de même Ç", £' les coordonnées rectangles du corps m''par 

rapport au même corps m, et ainsi de suite; la question consis- 
tera à trouver une formule générale qui ne contienne que ces 
coordonnées. 

Il est d’abord évident qu’on aura 

*' = * + £', y' — y -f- f = ï + Ç', 

*"=* + £", /' = * + »", *"=z + C', 

etc. ; etc. ; etc. ; 

= vr* + -i'* p" = Vr 4- *"* + r, «te., 
p; = vvr- ?')* + («"- -')* *4- (c"~ cy, 
p : = s/(r-?')‘ + (»'"-»')• + (C-O r > 

etc. , 

p: = v(r-r; + (»'"-«'? + 

’ etc. , 

et la quantité T deviendra 

T ={ m + m'+ m”+ etc.) éfL±^±±.* 

. -fetc.) 

" 3F - 

» <H" % + A** + «*£'* , 






ia 4 . MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 

Comme les variables x,y, z, après ces substitutions, n’entrent 
plus dans la quantité y, et que ces variables n’entrent point dans 
T sous la forme finie, on aura, relativement à ces mêmes variables , 
les équations 



j tT 

d, m — °» 

ce qui donne 






tT _ 
tdi — >> 



*t, / 3 , y étant des constantes arbitraires* 
Ainsi on aura les trois équations 



(m + m'-f- m"4- etc.) ^ 4- m' ^ 4- m" ^ +■ etc. = a , 

(m 4- m'+ m"-f etc.) ^ 4 - m' ~ + m" ~ + etc. = /S, 

(m 4 - m' 4 - m'' 4 - etc.) J 4 - m' 4 g-' 4- m'' ^-f-ctc. = y , 

les quantités a, / 3 , y étant dès constantes. 

Si maintenant on substitue dans l’expression précédente de T 

los valeurs de tirées de ces équations, et qu’on fasse, 

* 

pour abréger, 

X = m'Ç' 4- m"$" 4- m"'Ç"' + etc. , 

Y — m')i' 4- mV 4- m'"»'" 4 - etc. , 

Z ~ m'r 4- m'r 4 - mT 4 - etc., 

M = m 4- m' 4- m" 4- m'" 4- etc. , 

on aura 

T _ «’ + * * + v* dX' + dY'J r dZ' 
a M a Mdt‘ 

. 4 - m' 4- «*•+ **+ ^ , ct . 

a</(* ‘ 11 2</C ^ etc * 



V 
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88. Les variables Ç', Ç", etc. étant indépendantes, et b 

quantité T ne contenant point ces variables sous b forme finie, 
on aura tout de suite , par rapport à chacune d’elles , les équations 



dr 


U , 


/dr 


d* A’ N 


, , rf r 


df — °» 


m'| 


(de 


H3iV 


1 + df = 


dr 




/d*»' 


d-r > 


i i dr 


37 = °» 


m" | 




Mlî'J 


' + 37 = 


dr 






d*Z\ 


, , dr 


dÇ' “ °> 


m ( 


<dt* 


Mdt'J 


' + 3ç' = 



Si on ajoute ensemble les premières équations relatives aux va- 
riables etc. , on a 



m , dr 

M X dt* “^df ■ 



dr , . ♦ 

•^5 4- etc. = O, 



ce qui donne 



d\x 

dt* ‘ 






« • 

et l’on trouvera de même, par l’addition des secondes équations , 
et par celle des troisièmes, 



d*r 

w — 

d*2 
d? = 



M /dr 
ni \ Â' 



dr 

d,- 



+ etc.) , 

-S(?+f+«0. 



valeurs qu’on pourra substituer dans les équations précédentes. 

On aura ainsi pour le mouvement du corps m' autour de m , 
les trois équations • 




#• 
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et l’on aura de pareilles équations pour le mouvement des corps 
m'', m'", etc., autour du même corps m, en changeant seulement 
entr’elles les quantités affectées de deux traits, ou de trois, etc. 

Il n’y aura donc qu’à substituer la valeur de y et prendre ses 
différences partielles relatives aux differentes variables; mais cette 
substitution peut se simplifier par la considération suivante. 



8g. Dénotons par U la somme de tous les termes de la quan- 
tité y qui contiennent les distances p' , p*, etc., p", etc., et re- 
marquons que les expressions de ces distances sont telles qu’elles 
demeurent les mêmes en augmentant les coordonnées £', etc. 

qui y entrent , d’une même quantité quelconque ; d’où il suit 
qu’en faisant varier ces mêmes coordonnées d’une même quantité 
infiniment petite, la variation de U sera nulle, ce qui donnera 
l’équation 



AU . du 

W + dû 



dU 

dû 



■+■ etc. = o. 



• i* » 0 f 

On trouvera de la même manière, parce que la même propriété 
a lieu par rapport aux coordonnées w", s"', etc. , et aux coor- 
données Ç", etc. , 



du , du 

dû dû ' 



dU . , 

■ js + etc. = o, 



Donc, puisque 



dju 

dû' 



du , du , 

• dç + 2û + etc - = °- 



y = m (m ’fRdf' +• m "/R’ dp" -f- etc.) -f- U, 

p' ne contenant que s', p” ne contenant que $?', s”, Ç' t et 
ainsi de suite , la première équation deviendra , par ces substi- 
tutions , en la divisant par m', 



<n 

12 



+ (m + m')i?'^-|-m"iî"~ -+■ etc. 
. du 

+ i=W=°- 
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Or, dan 3 la quantité U il n’y a que les termes qui contiennent 
p', p", etc. , qui dépendent des variables §', s', £' (art. 86); ainsi on 
peut réduire la valeur de U à 

U — rri (m "JR" dp', ri- m '"fR'dp, + etc.) ; 

substituant la valeur de ^ dans l’équation précédente , elle de- 
viendra 

§ + (m ri-m') R' % ri-m "K % + m 'RC, % + etc. 
ri- J ri- m "'R m ÿ ri- etc. = o, 
et l’on aura de la meme manière 

^' + (mri- m ')R' % + m'% g + m'"iC g 4- etc. 

4- m "R' g ri- m '"R!" g 4 - etc. = o , 
j|ri-( ra + ™')R' % + m"R: ÿ ri-m "’R: ÿ, ri- etc. 

4- m "R!'ÿ. ri- m '"R’" g ri- etc. = o. 



90. On peut ramener ces équations à la forme générale, qui a 
l’avantage de s’appliquer également à des coordonnées quelconques. 

Si on multiplie la première par /£', la seconde par JY, la troi- 
sième par efÇ', et qu’on les ajoute ensemble , on aura d’abord la 
partie diiféreutielle 



re' _i_ jy _l. jr' 

7F ** + 7F‘ >1 ' + W 



laquelle, en transformant les coordonnées £' en d’autres 

coordonnées indépendantes Ç, 4, ? , donnera pour les termes mul- 
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tipliés par «ff la formule (art. 7 , Sect. IV) 

it' tr ' 



eu faisant 



„ _dr* + rf/* + rfT* 



A l’égard des termes qui contiennent les forces R', R', etc., il 
est facile de voir qu’en changeant la caractéristique J' en d, tous 
ces termes sont intégrables par rapport aux variables Ç', £' ; 

l’intégrale contiendra d’abord les termes 

(m + m')fR!dp' -f- m"/R',dp’ -+- m"'/R'dp’ 4 - etc. ; 
ensuite eUc contiendra les termes 

(m"i?''J + m m R'" J £. + etc.) g' 
m '"R'"' , £. 4- etc.) s' 
m'”R'"ÿ -h etc.) Ç\ 



Or on a 

et comme 
on aura 

et de même 



d," _ v 

3r T 



d *‘ l d >" — r 

<ïï* ”"V » ^ » 

p;* = (?"-?')• + (»"-»? + (C'-r)’, 

** « . *' r _ f'*+f**-fT* 



d,' 



.£ r = £±Ç=£:, 



g/ I J | « 

+3r i 

et ainsi des autres expressions semblables. Donc nommant Z-” l’in- 
tégrale totale, on aura 

y = (m + m')fR'dp' + w!'fR]dp", + m’fR'dp' + etc. 



/al ,*l ."l /*_!_ ,*» ,*> 

- 4- m'"*'" < .- ± f ' 4- etc. 



Ainsi 



# 
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Ainsi après la transformation des coordonnées, les termes tnul- 
tipliés par se réduiront à /£, et comme on suppose les nou- 
velles coordonnées Ç , 4 > <P indépendantes , chacune d’elles , 
comme £J, donnera une équation de la forme 

ir lr ,, 

rf -^-7T + TT- °- 

91. S’il n’y a que deux corps, m et m', l’expression de V* devient 
y = (m-f-rn '1/K'rfp'; 

ainsi les valeurs de T et de sont les mêmes que pour un 
corps attiré vers un centre fixe avec une force ( m -+- m’)R' pro- 
portionnelle à une fonction de la distance p' (art. 4). Donc le mou- 
vement relatif du corps m' autour du corps m, sera le même que 
Si celui-ci était fixe, et que la masse attirante fût la somme des 
deux masses , cp qui est connu depuis Newton. 

Lorsque la masse m du corps autour duquel les autres sont 
censés se mouvoir , est beaucoup plus grande que la somme des 
masses m', m", etc. , ce qui est le cas du soleil par rapport aux 
planètes , on a à très-peu près 

r=(n + m')fKdp'. 

Le mouvement du corps m' autour du corps m sera donc , dans 
ce cas, à très peu près le même que si celui-ci était fixe, et que 
la somme des masses m + m' y fdt réunie; et en regardant les 
autres forces m"2ï", m''iï', etc. comme des forces perturbatrices, 
on pourra employer la théorie de la variation des constantes ar- 
bitraires pour déterminer l’effet de ces forces; il ne s’agira que de 
prendre, conformément à l’article 9 de la Section V, — Cl égale à 
la somme de tous les autres termes de la valeur de V donnée 
ci-dessus. On fera ainsi , en accentuant la lettre C 1 pour la rap- 
Méc. anal, Tom. JJ. 17 
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porter à la planète m', 

Cl' = — m"/R"df, — m'flÇdp" — etc. 






■ t — f, 

a," 



— m m R 



m nni t 






■+• etc. 



et l’on aura, par les formules générales de l’article i 4 de la même 
Section, les variations des élémens du mouvement du corps m' 
autour du corps m regardé comme fixe. 



5 il. 



Formules générales pour les variations séculaires des élémens de* 
orbites des planètes autour du soleil. 



ga. Pour appliquer ces formules au mouvement des planètes 
autour du soleil, on prendra la masse m pour celle du soleil, la 
masse m' pour celle de la planète dont on cherche les perturba- 
tions, et les masses m", m'", etc. pour les masses 'Ses planètes per- 
turbatrices, et on fera 



On substituera ensuite dans la fonction Cl', au lieu des coordon- 
nées £', £', Ç", etc. de ces différens corps autour de m, 

leurs valeurs exprimées en fonctions de t, conformément aux 
formules que nous avons données dans le chapitre I, pour les ex- 
pressions des coordonnées x, y, z, en y faisant g = m-f-m', 
ou simplement g', pour le rapporter au corps m', et l’on aura , 
par les articles 69 et suivans , les variations des six élémens de 
l’orbite de la planète autour du soleil. 

Nous nous contenterons ici de chercher les variations séculaires 
de ces élémens qui sont les plus importantes, et qui ne dépendent 
que du premier terme tout constant du développement de Cl. 
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L’expression de Cl' deviendra 

r + r-t? 



a' — m" (4 



3 , 



■) 



4- etc. 

93 . Commençons par développer la quantité 



p: = + ("-»')* + (C'-n-; 

on y mettra d’abord pour », £ les expressions de X, y, z de 
l’article i3, en marquant par un Irait, ou par deux, les quan- 
tités qui se rapportent aux masses m', m". On aura 



p: = p'‘ + r 

— ap'p'^a'cos®' -f- 0'sin®') (a"cos®" 4 - /3"sin ®") 

— ap'p''(Vcos<î>' + /3|sin®') (*'cos®" 4 - /3’sin®") 

— ap'p"(*'cos <b’ 4- / 3 ,siu <&') (a’cos^f 4- /S^sin ®"). 

Si on Êdt les multiplieations, qu’on développe les produits de» 
sinus et cosinus, et qu’on fasse, pour abréger, 

A = 4 . ct[a," 4 - *'*' t 

b = a . 1 fi" 4- «;j 8 : 4- 
A, == a." fi' 4- *,fi', 4~ a 1&', t 
b.= pp+ fi[fi] 4 - fij:, 

on aura 

P? =» P'* 4* p"* 

— (A 4 - Z?,)p'p"cos(®' — ®”) — {A — Z?,)p'p"cos($' 4 -<t>") 

— (A x — B )p>"sin (®'— ®") — (A,+ B )p’p"sia 

Les quantités /3', , etc. sont fonctions des démens h 1 , i! k' 

de l’orbite de la planète m', données par tes formules de l’article i3, 
en marquant toutes les lettres d’un trait, et les quantités fi". 
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a,, etc. sont fonctions semblables des élcmens h", k" de l’or- 
bite de la planète m", en marquant tes lettres de deux traits; ainsi 
les quantités A , B, A,, B, sont fonctions de ces mêmes élé- 
mens; mais par la considération suivante, on peut voir ce qu’elles 
expriment. 

94. Les coordonnées primitives rapportées à un plan donné 
étant x , y, 2, pour les transformer dans les coordonnées x', y', z' 
rapportées au plan de l’orbite de m', on a , par les formules géné- 
rales de l’article i4, 

x = *V 4- (3 y -f- y'z', 
y = <x' + $[/ 4 - y'A 
z — 4 - 4 y'A, 

ou les cocfficiens /S' , etc. dépendent des constantes h', i', kl, qui 
déterminent la position des nouveaux axes par rapport aux pri- 
mitifs , ï étant l’inclinaison des deux plans. 

De même, si on Ululait transformer les mêmes coordonnées 
dans les coordonnées x", y ", z" rapportées au plan de l’orbite de 
m'', on aurait 

X = al'x" 4- /3 "y" 4- y"z", 

y = *;x" 4- K? y'A, 
z = a a 4 - ^;y'4- y’A, 

ou les coefficiens a", /9", etc. seraient des fonctions semblables 
des constantes h", i ", k", qui déterminent la position de ce nou- 
veau plan par rapport au même plan primitif, et où i" serait l’in- 
clinaison do ces plans. 

Si on compare maintenant ces expressions, on aura 

a’x' 4 |8y 4 y'*' = 4- P'f 4- y'A, 

«>' 4- 0\y 4- y'A = <x" 4- 0 y 4- y’A, 

’ «:*' 4- KA 4- y'A = a A 4- 0 \y" 4- y’A'. 
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Comme les coefficiens «', /S', y', a [ , etc. sont assujétis aux mêmes 
équations de condition que les coefficiens *, , ce,, etc. de 

l’article i4, si on ajoute ensemble les trois équations précédentes, 
après les avoir multipliées respectivement par et', a [ , , par 

/S; , /3, et par >•', , on aura, en vertu de ces équations, 

x- = Ax" + By" 4- Cr", 

y = a,*"+ B,y'+ c.z* 

z' = A,x"4- B./4- C.z", 

en fiusant, pour abréger, 

/ 

a = «'et" + *:«; + *>: , 

b = *'/3" + *,&: + <ye:, 
c == «y + «;>; + 

A, = £'«" + 0# -f- 0'ce" , 

B, = ^/3"+ /SX 4-^/3;, : • 

c.= /ay 4- /3;>: -i- /s^:, 
a»— >'«" 4- >;< 4 - >>:, 

b. = >'/3"4->;/3;4->;/3;, 

c. = >y 4- >!>' 4- 

Il est évident que par ces formules les coordonnées x 7 , y, z ' 
sont transformées dans les coordonnées x", y', z"; ainsi les cocffi- 
eiens A, B, C, A, , B, , etc. seront exprimés d’une manière sem- 
blable aux coefficiens analogues»', /S', y, a.', /S' it etc., et prenant 
les constantes H, I, K, à la place des h’, ï, h!, on aura, par les ’ 
formules générales de l’article i3, 

A = cos K cos H— 8in K sinJT cos/, 

B = — sin K cos H — cosAsin/Zcos/, 

C = siüJTsin/j 
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A, = cosXsin/f -f- sinXcosTfcos/, 

B, = — sinJtsinTf 4- cos K cos H cos J, 

C, = — cos/fsin/j 

A, = sin A! sin/, 

B, = cos Asin J, 

C, = cos I. 

La constante I représentera l’angle d’inclinaison des deux plans 
où sont placées les orbites des planètes m' et ra" ; et nous la dé- 
signerons par 1', pour indiquer qu’elle se rapporte aux orbites 
de m' et m''j et si, dans l’expression de C, en y', y", y[, etc. , on 
substitue les valeurs de ces coefficient en A', K, i, A", A", i" 
(art. i3) , on a 

cos I* = cos i cos £' 4- cos (A'— h") sint' sin £'. 

On voit que les quantités que nous venons de désigner par 
A, B, A,, B, sont les mêmes fonctions de a', a", fi', etc. que celles 
que nous avons désignées par les mêmes lettres dan3 l’article g3 ; 

ainsi 011 aura dans les formules de cet article, en y substituant 

• . 

pour ces quantités les valeurs que nous venons de trouver, 

A-\ -B,= acos (TH- A) X (cos i 27)*, 

A — B,— acos (H — K) x (sin j /")*, 

A,— B == asin (7/4- A ) X (cos { /;)*, 

A, 4- B = asin (H — A) x ( sin j JJ)*. 

g5. Donc faisant ces substitutions dans l’expression de />’* de 
l’article g3, on aura 

4- r 

— ap'p"cos(<b'— H— K) x (cos i /;)» ‘ 

— ap'p"cos (*'+ H+K) x ( sin i 



m 
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Faisons, pour un moment, 

A = cos (•' 4 - <&"— 11 + K) — cos(<& — <&' — H — K), 
on aura 

i i 

r ~ v>‘ + 2fV cos H— A) — a,'," A (un J I")' * 

c’est la valeur qu’il faudra substituer dans l’expression de Cl de 
l’article 9a ; et l’on aura de la même manière 

— ,** _ ,'cos (*'— 4>“ — //— A~) , ,'a (sin ï ry 
ïp = ~ + t"' ' 

En marquant de trois traits les lettres qui ne sont marque'es que 
de doux, on aura les termes multipliés par m'" dans Cl , et ainsi 
de suite. 

II faudra ensuite substituer pour p', p", etc. et pour <&', <&", etc. 
leurs valeurs exprimées par les anomalies moyennes ü, u", etc. , 
suivant les formules des articles 31 et 33; et dans le développc- 
‘ment , nous nous contenterons d’avoir égard aux secondes dimen- 
sions des excentricités e', e", etc., et des inclinaisons mutuelles/’, 
J* des orbites de m", m'", etc. sur celle de m', en regardant ces quan- 
tités comme très-petites du même ordre , et en négligeant les termes 
où elles formeraient des produits de plus de deux dimensions. 

On aura ainsi - ' 

• 1 1 

7 , t/,'* + ,"*coj O’— «'W/— 7Q . 

_ g+A-) — co ,(<■'—»•—//— A)- ) , 

[/+ >•*— Vf'ooK*'— 

96. On sait que les puissances d’une fonction de la forme 
p'* 4_ p"» — ap'p"cos <p peuvent se développer en séries de cosinus 
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d’angles multiples de p ; ainsi ou peut supposer 



(p'* 4-p"‘ — ap'p" cos <P)“ * = (p'> f) + (p', p"),oos p 
4-(p', p"). cos a p ■+■ (p', p"), cos 3p -f- etc. , 

(p'*4-p"*— ap'p"cosp)~* = [p', f"] + 0'> p"]. cosp 
4-[p\ p"], cosap -h {p', p"Jj cos 3p*-f- etc. , 

où (p', p"), (p', p")., etc., [p', p"J, [p', p"]., etc. sont des fonctions 
de p', p" exprimées en séries ou par des intégrales définies , dans 
lesquelles les quantités p' et p" entrent de la même manière et forment 
des fonctions homogène® des dimensions — î ou — 5. 

Ainsi en faisant 

p = <t>' — P” — H — K, 

on aura 

4 = (p', p") 4- (p', P"), cos P 4-(p'* p"). c° 8 a< P 4- etc. 

'* 4- p'p"([f', P"] 4- [p', p"]. cos p 4- 0', p"]. cos a p -f - etc.) 

• X [cos(p -h aP"+ 3 A) — cos p] x (sin i T, )*, 

où il foudra foire (art. ai , aa) 

p' = a'(i — e' cos «') -+- e - cos au', 

p" =3 a"(i— e"cosu") 4- cosau",. 

c e '» 

P'= u' 4- ae'sinu' + sin au', 

P"= u" 4- ae”sinu" 4- sin.au", 

et par conséquent 

p = u' — u"— L4-a(e'sinu'— e"sinu") 

+ | (e'* sin au'— e"* sin au") , 

L étant =xH+K. 

Comme 
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Comme nous négligeons les quantités au-dessus du second ordre, 

J* 

dans les termes multipliés par sin — , on pourra mettre tout de’ 

suite a' et a" au lieu de p', p"; u', u" au lieu de <X*' ( «J", et u' — u " — L 
au lieu de p ; et en développant les produits des cosinus , on verra 
facilement qu’il n’y aura de terme indépendant des angles u' et u" 
que celui-ci : 

— î a' a" [a', a"], x (sin j J')*. 



Considérons maintenant les fonctions ( p', p "), (p, p"),, etc.; en 
y faisant les substitutions précédentes à la place de p' et de p", et 
conservant les secondes dimensions de e! et de e", on aura 



(p'> P") = « a") 4- "jÿ" (— oVcosu'4- — — — cos au') 

i d‘(a',a') .... a'*»*, 

H — X —( 1 + cos au') 

+ f — a 'e cosu H — — cos au ') 






X ^(1+ cos au") 



o e 
fl 

<^(0', a v ) v a'aVe" 
fl 



a-(a , a ; - 



[cos (u'— u") — COS (u'4-u")] , 



et il en sera de meme des autres fonctions semblables. 
On aura pareillement 



cos <p = cos (u'— u" — L) 
— sin (u' — u" — L ) x 



r , K e '» 

| aesin u'-|- — sm au' 

— ae"sinu"-{- — sin au" 

4 

e'* — «'•cos au'-f- e"* — e"‘cos au" 



— rosri/'— i/"— T w / e *— «"cosau'+e"*— «"‘cosau" 1 
I — aeV'fcos (u' — u") — cos(u'4-u")] J * 

on développera de la même manière les cosinus des angles mul- 
Méc • Anal. Tom. II. 18 
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tiplcs de p , et on multipliera les expressions de ces cosinus par 

celles des coellicicns (p', p"), (p, f"),, etc. 

Comme nous ne cherchons que les termes indépendans de toute 
période, il faudra rejeter tous ceux qui se trouveront multipliés 
par des cosinus d’angles multiples de u' et de u", qui sont les angles 
des mouvemens moyens de m' et de m". 

Ainsi le terme (p', p”), de l’expression de 4, ne donnera que 
ceux-ci : 



(a 1 , a") + a‘ 

+ c 



**(«'. <0 n ’i 

ada" 






a' % 



d*(ja , a") 

~W^~ 



) 

) 



e' % 

e"‘. 



Le terme (p', p"), cos <p donnera ceux-ci : 



((a', a"), -+ 



d(fl', a*), 

a du' 



a' 4 



d(a\ a ' a ^ e ' e ''C0sL. 



ado 



I.c terme (p', p"), cos l'p , et les suivons , ne donneront que des 
termes où e\ e", £, i" formeraient plus de deux dimensions, et que 
nous négligeons. 

Il reste à développer la quantité 




f'cos# 



f 



•a 



f’A (sin J /") 

r 



(art. g 3 , 94). 



On fera ici pour p', p" les mêmes substitutions que ci-dessus; on 
aura d’abord 

jj; = ^( 1 — e'cosn') -+■ ae" cos — (1 — cosaa') 

-f- (i-f-5cos2n")-f- e’e" [cos(u' — u") -f- cos (u' — u")]. 



mais dans le terme qui contient sin 4, et qui est déjà du second 
ordre, il suffira de mettre ~r, à la place de 4-, , et comme 
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A = cos(Æ>'4- <t>" — H+K ) — (<!>' — <t l ” — H — K), il est clair que 
ce terme ne donnera aucune quantité constante. 

En multipliant l’expression précédente de par celle de cos <p 

de l’article précédent , et ne retenant que les termes constans où 
e et e" oc passent pas la seconde dimension, on trouve aisément 
ceqx-ci : 

? ( — e ~i e ' e " + 1T + «V')cos L = O; 

de sorte que, dans la quantité dont il s’agit, les termes constans 
se détruisent. 



97. La somme de tous les termes que nous venons de trouver , 
étant multipliée par m", sera la partie constante de la fonction Cl', 
duc à l’action de la planète m", et l’on aura une expression sem- 
blable pour la partie due à l’action de la planète m'", en rappor- 
tant à celle-ci les quantités relatives à la planète m". 

Nous avons désigné par (fl) cette partie non périodique de la 
fonction fl; si donc on fait, pour abréger, 



/V~» d(o' a") , «F (a', a ) 

,a)) — -gp- a ^ a ; 



et par conséquent puisque a' et a” entrent de la même manière 
dans la fonction (a', a") , 



O ", <*')) = 



— d(a ’’ a 'ï a" + rf * ^ '* a 






et de plus, 



"P?! 



[(a', a")] = (a', a"), + a' + a" 



-f- 



Ha\ fl" ), 
4du'(lu f 



a a 



on aura 
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- (a 1 ) = a") 4 - ((a', a")>'* + ((a", à')) e"* 

+ [(a', a")] dë' cos L 
— ia’a!'\a\ a"], x(sini/;)*} 

4- etc. 

Cette valeur est exacte, aux quantités du troisième ordre près, 
en regardant les excentricités e' et è' des orbites de m' et de m", 
ainsi que leur inclinaison mutuelle I, comme de très-petites quan- 
tités du premier ordre , quelles que soient d’ailleurs les inclinai- 
sons de ces orbites sur le plan fixe de projection. 

98 . On peut simplifier beaucoup les expressions des fonctions 
((fl', a!'Ÿ) et [(a', a")], par les propriétés connues des coefliciens 
des séries en cosip, cosap, etc. En eflèt, si on différentie loga- 
rithmiquement par rapport à <p , et ensuite par rapport à a', l’é- 
quation identique 

(a'* — 2 fl'a"cos<p 4 -fl"*)-* = (a', a") 4 - (a', a"), cosip 

4 - (a', a"),cosa<p 4 -etc. ># 

et qu’aprés avoir multiplié en croix , on compare les termes mul- 
tipliés par les mêmes cosinus , on aura d’abord 

5a'a"(fl', a"), = —ia'a”(a', a") + a(a'*4-a"‘)(û', fl"). ; 
ensuite les différentielles relatives à a' et à a" donneront 

% a ) QflV, a*) — a 0 (d,a 0 ) t 

da wmm a (a**— a'*) y 

d{a\ da 0 (d t a*) — a"*(d t a 0 ), 

da' ’ a'(a' a — a'“) 7 

. dV, d) 4a' 3 (a', d) -f- a 0 (g 3 a ,a ) {d , g*), 

dd % 2a(a 0% — a'®)* 9 

d*(d, a 0 ) a “ *) -f-a du 0 (d y c*) t 

dada 9 (a** — a'*)* * 
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Substituant ces valeurs , on aura 

/'/_/ . 4a'‘a’ l (a', n“) — a‘ , a*(a* -4-o'‘)(a', a"), 

VA a > a U ~ 4 8(o**— a'*)* ’ 

iv -r -iat — o'a'fa'* a") + (o"+a'*— o'a*)(a', a*), 

U“>“ÀI — a (<,“• — a'*)* * 

Mais on peut avoir des expressions plus simples de ces fonctions, 
en employant les coefîiciens de la série 

(a'* — a'a" cos? + a"*) - 7 = [a', a"] -+• [a', a"], cos ? + etc. ; 

car en différentiant logarithmiquement, et multipliant ensuite en 
croix, on trouve d’abord, comme ci-dessus, 

a'a"[a', a"]. = a(a" -f- a"‘) [ a ', O, — 6a'a'' [a', a"] ; 

substituant cette valeur de [a', a"],, et comparant la série multipliée 
par a'* — 3a'a"cos?-f-a''* avec la série(a', a";+(<*',û")iCos?-f-ctc., 
avec laquelle elle doit devenir identique, il est facile de déduire 
ces relations : 

(a', a") = (a'’+a"*)[a', a"] — a' a" [a 1 , a"], , 

(a', a"),= 4a', a" [a', a"] — (a'* -f- a''*)[a', a"],, 

et par la substitution de ces valeurs, on aura celles-ci : 

((a', a")) = j a'a" [a' ? a"], = ((a", a')), 

[(a', a")] = | a'a" fa', a"]-i(a'*+a"*)[a', a"],=-ia'a'ta' a"J„ 

qu’on substituera dans l’expression de (fl 1 ) de l’article précédent. 

A l’égard de la valeur des coefiiciens (a', a") , (a', a"), , etc. , 
[a', a"], [a', a"],, etc., en fonctions de a', a", on peut les trou- 
ver parle développement des radicaux, en puissances de cos?, 
et par le développement de ces puissances en cosinus d’angles 
multiples de ?, comme Euler l’a fait le premier , dans ses Recherche» 
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sur Jupiter et Saturne ; mais j’ai trouve, depuis long-temps, qu’on 
pouvait les avoir d’une manière plus simple , en décomposant le 
binôme a'*— an' a’'cos<p + a"* en ses deux facteurs imaginaires^ 

(a'-aV^ ) (a' — a"e ~' v ^') , 

et en développant par la formule du binôme les puissances — i , 
— J de chacun de ces facteurs. 

Soit, pour abréger, 

, __ n(n+ Q „ __ n(n+ i)(«+ a) c{ . 

a ’ a. 3 ’ ’’ 



on aura en général 

(a' — = a'~" + sa'- n —a , 'e 1 ^ ^ 

-f etc., * 

et si on multiplie ensemble les deux séries qui répondent à y/ — -i 
et à — y/ — i , et qu’on repasse des exponêntielles imaginaires aux 
cosinus des angles multiples, on aura 

( a!' — aa'a" cas? + a"‘)~ m — A -h Beos? + C cos a<p -f- etc. , 

en faisant 




etc. 



(£) + n " x ©+ «"* X (?)‘+ etC ’] ’ 

nn '(ÿ +n ' n "(i ) s ^ etc -]’ 

TU." ©V (g)+ etc.], 



Ces séries sont toujours convergentes, lorsque o'>«"; mais si 
l’on avait a"> î, il n’y aurait qu’à changer a' en a" et a" en a', 
puisque dans la fonction non développée, les quantités a' et d‘ 
entrent également. 
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Une conséquence qui résulte de la forme de ces séries, est que 
tant que s est un nombre positif, tous les coeflicicns si, B, C, etc. 
ont toujours des valeurs positives. 

Si on fuit o = ï, ces coeflicicns deviendront (a', a"), (a', a"),, 
(a', a"),, etc. , et si on fait a — \, ils deviendront [a', a!'], [a', a"] tf 
[a’, a"],, etc. 

99. 11 nous reste encore à déterminer l’angle L. Comme nous 
négligeons les quantités du troisième ordre, et que dans l’expres- 
sion de A, cos Z. est déjà multiplié par e'e”, on pourra, dans la 
détermination de l’angle L, faire abstraction des quantités très- 
petites du premier ordre, et par conséquent y supposer I, =0. 
Or I— H-j- K (art. g 4 ) , et faisant I" — o dans les formules 
de l’article 9a, on a 

A = cos (II+K), A, = — S = sin(/ 7 -f-À'), A,=oj 
on a aussi , par les formules de cet article , 

A = a'*" -f- <t'a' -f- a(a' = cosZ. 

Diflerentions cette valeur de cos C, Elisant varier les quantités 
a', a!', a\, etc., substituant à la place de leurs différentielles les 
expressions données dans l’article 67 , en accentuant les quantités 
respectives, et remettons les quantités si , , si , , etc. à la place 
de leurs valeurs en a', a”, /S', etc. , on trouvera facilement 

— sin LdL = A M + h, dit' -f- Bdx" -f- CrfV'; 

mais 

A, = sin L, si*— o, B = — sinZ. , C=oj 
donc en divisant par sinZ., on aura 



et intégrant 



dL = dr-dx', 
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où il n’est pas nécessaire d’ajouter des constantes , puisque l’ori- 
gine des angles x', X" est arbitraire. L’angle x est en général celui 
que l’orbite décrit en tournant dans son plan , et que nous avons 
substitué à la place de la longitude k du périhélie (art. 68). 

100. La fonction (fl') est maintenant réduite à la forme la plus 
simple et la plus propre pour le calcul des variations séculaires; il 
- n’y aura qu’à la substituer dans les formules de l’article 71, en mar- 
quant d’un trait les lettres de ces formules , pour les rapporter à 
la planète m', dont on cherche les variations ; et en changeant 
simplement entr’elles les lettres marquées d’un trait et de deux; 
on aura des formules semblables pour les variations de la planète 
m", et ainsi des autres. 

On voit que cette fonction est composée de deux fonctions dis- 
tinctes entr’elles , dont l’une ne renferme que les excentricités et 
les lieux des aphélies dans les orbites, et dont l’autre ne renferme 
que les inclinaisons des orbites sur un plan fixe avec les lieux de 
leurs nœuds. Si on désigne la première par (O'), et la seconde 
par (fl')„ ensorte que l’on ait {Cl') = (fl'), -f- (fl'), , on aura 

- ■ m" f «") + <*'«>'> «"] > x(e" + e"-) 

[ h “ 5 l —2a'a"[a',a"].e'e"cos(x'—x") 

, f 8(a’, a'")+a'a"\a\ a'"], x (e'S-e'"*)l 

“ 1 — aa'a'"[a', o'"J,e'e'"cos(x'— x'") J 

-f- etc., 

(fl'), = — 4 va"a'a"[a', a"], x (1 — cos J)) 

— - m "'a' a"\a', a"'], x (1 — cos /)) 

— etc., 

ou cos f ' = cos i! cos i! -f- cos(/t' — h" ) sin sin i' 1 , 
cos/” = cos f cos i'" 4 - cos(/i' — h'") sin l' sia i'", 
etc., 

les 
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les angles I", I~ r , etc. étant les inclinaisons de l’orbite de la pla- 
nète m' sur celles des planètes m", m'", etc. 

On substituera ainsi (fl'), -t-(fl'),, au lieu de (fl'), dans les 
équations des variations séculaires (art. 71), et on accentuera les 
lettres, pour les rapporter à la planète m' dont on cherche les 
variations -, on aura , en négligeant les e' % et mettant simplement 
a' au lieu de b dans les cocfficiens des fonctions (fl), et (fl),, 
qui sont déjà du second ordre, 



de' 


1 




Jx __ 


l 




dt — 


1 

) 


dd x ' ’ 


dt — 


Vgal 


X edd ’ 


dï 


1 v 


d(a'). 


dh' 


1 




Tt~ 


V h a 


sim ’dh! 9 


dt — 


V'&'a’ 


x 

àai'di '* 



On aura de pareilles équations pour les variations des élémens 
de la planète m" dans son orbite autour de m; et il n’y aura pour 
cela qu’à marquer de deux traits les lettres qui ne sont marquées 
que d’un trait, et au contraire ne marquer que d’un trait les lettres 
qui le sont de deux. 

Ainsi, en observant que les fonctions de a' et a", représentées 
par des parenthèses, ne changent pas en échangeant entr’elles 
les quantités a 1 , a", on aura 

ffl"i — im' I 8(a',a")+a'a"[a', a"],x(e'*-f-e"*) 1 

V ’ ~~ 8 l - a[(a', a ")]. e'é' cos (*'— X ") ) 

. ■ r 8(a", a'")+a"a'"[a", a"'J,x(e''-+e"'*)l 

^ * \ - a [(a", a"')],eV"cos(x" — x'") 1 

-f- etc., 

(fl") = — j m'a’a" [a', a"), x (1 — cos/') 

— i m"'a''a"'[a", a'"], x (1 - cos J‘J 

— etc., 

9 m 

ou cos /' = cos I " , et 

cos /' = cosi" cos il" -f* sin ( h " — h'") sin t"sin il", 

Méc. anal. Tom. IL 19 
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et ks équations des variations seront 

0 

d£ « d(n*), d x ' > v 

dt — y /77 x 717 ’ “ V/?? * 

dj" » v rf(n*) . dh' 1 d.(a’), 

<tl J/ g*? stnTSA' * dt ÿ g' ô" «■ * 

et ainsi de suite pour les variations des élémens des orbites de m'*, 
m"", etc. autour de m. 

101. Mais nous remarquerons qû’on peut réduire à une seule 
fonction les différentes fonctions (fl'),, (O''),, etc., ainsi que les 
fonctions (fl'),, (fl”),, etc., ce qui mettra plus de simplicité et 
d’uniformité dans les formules des variations. En effet, si on fait 

• = ? - n g Vn ‘ P(o', a’) + [a', a-], X O'N-***)- t>[a', a^J7 co. Ce'- x ")l 

+ mWW; [g(a , ( 0+[a , i ^ x (*'-*•)] 

[8(a', a*D,X(«**-N**)- 3 [a*, «*>V cos Ce'-**)] 

+ etc. ; 

en faisant toutes les combinaisons , deux à deux, des masses m', 
m", m'", etc., et des fondions qui y sont relatives, il est fecüe 
de voir que dans les différences partielles de (fl'),, (fl''),, etc., 
on pourra changer ces fonctions en <t> , pourvu qu’on divise par 
m' les différences partielles relatives à é et x'i P 31- ni” les diffé- 
rences partielles relatives à e”, et ainsi de suite. 

De sorte que les équations des variations des excentricités et 
des aphélies deviendront 

dd x d* dx » x 

• dt m' y/ g V dd7 * dt y gV 717 * 

de" I t d% i d& 

7i m't/gV x 717 ’ ~dï rnVsV X ’ 

etc. 
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Ces équations donnent 



^dx+ T/ de =' 



donc comme <I> est fonction des variables e', e "> %"> etc. sans t, 

on aura dQ = o, et par conséquent <ï> égale à une constante- 
C’est une relation générale entre les excentricités et les lieux des 
aphélies des planètes, qui doit toujours subsister, quelques va*ia- 
riations que les excentricités et les lieux des aphélies subissent à 
la longue, pourvu qu’elles soient très-petites. 



îoa. Mais la nature de la fonction 4> donne encore naissance à 
d’autres relations générales entre ces mêmes élémens. 

En effet, il est facile de voir qu’on a l’équation 



<f<X> 

S? 



dQ> | d® 



-f- etc. = oj 



et si on substitue à la place de ces différences partielles leurs va- 
leurs m'VgV x m" \/ gV X , etc., données par les 

équations de l’article précédent, on aura, en intégrant relative- 
ment à f, l’équation finie 



mVg 7 ^ X «'* 4- m'Vg^' X e"‘ rf- m'Vg '"à"' x e'''*+etc. = K\ 

K * étant une constante égale à la valeur du premier membre de 
cette équation dans un instant quelconque. 

Cette équation lait voir que les excentricités e\ e", e'", etc. ont 
nécessairement des limites qu’elles ne peuvent passer ; car comme 
elles sont nécessairement réelles, tant que les orbites sont des 
sections coniques , chaque terme, comme m'\/g'a' xe' 1 sera tou- 
jours positif, et son maximum sera la constante K‘. 

Il suit de là que si les excentricités des orbites qui appartiennent 
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à des masses très-grandes sont une fois très-petites , elles le seront 
toujours, ce qui est le cas de Jupiter et Saturne; mais celles qui 
appartiennent à des masses fort petites pourront croître jusqu’à 
l’unité et au-delà , et on ne pourra déterminer leurs véritables li- 
mites que par l’intégration des équations différentielles, comme on 
le verra ci-après. 

JDe plus, comme la quantité <X>, regardée comme fonction de ë, 
ë', ë", etc., est une fonction homogène de deux dimensions, on 
aura, par la propriété connue de ces fonctions, 

£ e ' + è é ' + £- e "' + etc ' = 2 *- 

Substituant dans cette équation les valeurs des différences partielles 
de <I> relalives à ë, ë', ë", etc., tirées des mêmes équations de 
l’article précédent, on aura 

m V ÏJ X e -^- -t-m'Vg”? X r -~- -fm"Vg"'a"' x e -~- -f-etc.=a.F > 

F étant la valeur de <S> dans un instant quelconque. 

d f d * 

Dans cette équation, les quantités -Jj-, etc. expriment les 

vitesses angulaires des mouvemens des aphélies, et par consé- 
quent elle donne une relation invariable entre ces vitesses , par 
laquelle on voit qu’elles ont aussi nécessairement des limites, tant 
qu’elles sont toutes de même signe. 

io3. Si on emploie les transformations de l’article 75 , en 
faisant 

m'=ë sin%', n' = ë cosx't m"=ë' sinx", ri'—ë' cosx'', etc., 
on aura 
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i4o 



«K =— O*], X (m'*+n'-+m*‘+n-*)-a[ü' > a*]. X ) 

+ ™ m g° ° (O', o"3, X a[V, a*],x('n'm'+n , n*) ^ 

+ B Y g, ([«., a*],X(-n' î + n **+™ , ' , +n , '*)-!>[o*, û*].X(-n*m'+ nV) ) 
-h etc., 

et les équations des variations seront 



dm ' 


1 


X -* 


dri ' 


_ 1 _ 


dt ~ 


V 6'“' 


x dn ’ 


~dt ~ 


x dm” 


dm' 

Ht — 
etc. 


1 


<fa> 


dn' 


- * 




X dn” 


dt — 


2m” 



Si, dans ces équations, on substitue la valeur de <X>, et qu’on 
exécute les différentiations partielles, on a des équations linéaires 
en m\ m", n", etc. faciles à intégrer , et ces équations seront 
entièrement identiques avec celles que j’avais trouvées par une 
autre voie, dans les Mémoires de Berlin de 1781, page 26a 
comme il est facile de s’en assurer en comparant entr’elles les 
dénominations différentes des mêmes quantités. 

Dans les Mémoires de l’année 178a, j’ai appliqué ces équations 
aux six planètes principales , en adoptant pour leurs masses les 
valeurs les plus probables, et j’en ai tiré, par l’intégration, des 
formules générales pour les variations de leurs excentricités et 
des lieux de leurs aphélies, lesquelles donnent les valeurs de ces 
élémens, tant pour la terre que pour les autres planètes, au bout 
d’un temps quelconque indéfini, soit avant ou après l’époque de 1 700- 
et comme , par ces formules, les excentricités demeurent toujours 
très-petites , ainsi qu’on l’a supposé dans le calcul , on est assuré 
de leur exactitude dans tous les temps passés et à venir. Ou trouve 
ensuite, dans le volume des mêmes Mémoires pour 1 786 87 
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imprimé en 1792, un supplément à cette théorie, relatif à la nou- 
velle planète d’Herschel, où l’on détermine de la meme manière 
et par des formules aussi générales, les variations séculaires de 
l’excentricité et du lieu de l’aphélie de cette planète , produites par 
les actions de Jupiter et de Saturne ; on a seulement négligé l’effèt 
de l’action d’Herschel sur ces deux planètes, ainsi que sur les 
autres planètes inférieures , à cause de la petitesse de sa masse , 
et de sa grande distance. 



io 4 . On peut réduire de la même manière , à une forme plus 
simple, les équations de la variation des noeuds et des inclinai- 
sons. Soit • 

i m'm"a'a"[a', a"], X (1 — cos/') 

— j m'm"'a'a'"[a'> #"], X (1 — cos/*) 

— * m"ro"'û"a"'[a", a'" J. x (1 — cos/;) 

— etç.. 



en faisant aussi toutes les combinaisons deux à deux des masses 
in, m", m'", etc. etc., qui sont supposées agir les unes sur les 
outres, avec les fonctions correspondantes de a', a", a'", etc. et 
des inclinaisons I " , J', J", etc., qui sont déterminées en général 
par la formule 



cos^ = cos i (m) cos < x,) -h cos (A w — /j w ) sin z w sin z w , 

. # • 

on aura , en substituant , ^^7 , etc. à ia place de ’—r 1 , 

m* etc 
» elc- * 



dl 


I 




d *■ 


dh' 


1 


V 


d + 


di 


m' VY* 


A 


fio idh ,} 


dt *”• 


m' yTp 


A 


ain tdi* 


di" 


1 


x 


- 


dh’ 


1 


X 


dir 


di ~~ 




tiw dit" ’ 


de — 


m' l/ g"<? 


ij# l’di’ 3 


etc. 
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Ces équations donnent aussi 

W dh ' +î à '' = °> il- dh " + % di " °= ° * 



et par conséquent , puisque est une fonction de h', F, h", F', etc. 
sans aucune autre variable, d~V= o, et Ÿ = à une constante. 

De plus, il est visible, par la formule de la fonction que 
l’on a cette équation 



Ih' + dh' + dh* 



+ 



etc. 



o. 



Substituant, pour les différentielles de Ÿ relatives à H, h", H", etc. 
leurs valeurs données par les équations précédentes, on aura une 
équation différentielle en F, ï\ F", etc. , dont l’iDtégrale sera 

m'v/g J a'x c os/'+m"v^g 7; 5 r 'xco3i’'+m"'v /, g'"a"'xcosi"4-etc.== const. 

et qu’on pourra mettre aussi sous la forme 

m r VT*? X (sin *- J-t- m"vW' X ( 3 ‘ n \ )*-+- etc. = AD, 

H * étant lu valeur du premier membre dans un instant quel- 
conque. On peut tirer de cette équation, relativement aux limites 

% j» 

des quantités sin -, sin -, etc., des conséquences analogues à 

celles que nous avons déduites d’une équation semblable en <?', 
e", etc., dans l’article 101. 

io 5 . Dans le cas où l’on ne considère que l’action de deux pla- 
nètes m' et m", l’expression de 'P se réduit au seul terme multi- 
plié par m'm", et l’inclinaison mutuelle /,’des deux orbites devient 
alors constante; c’est à très-peu près le cas de Jupiter et Saturne. 
Dans ce cas, nous remarquerons encore que si on suppose que 
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le plan de la planète perturbatrice m" coïncide dans un instant arec 
. le plan fixe, on aura t"= o, et par conséquent cos I] = cos i t 
ce qui donnera 



et de là 



Ÿ = — j ra!'a'a"[a', a"],x(i — cosi'), 



dh- 

dt 



n]*q'a*[g', o*], 

W 6'“' ’ 



c’est l’expression de la vitesse du mouvement rétrograde du nœud 
de l’orbite de m' sur le plan de l’orbite de m", tandis que leur in- 
clinaison mutuelle demeure constante ; d’où l’on voit que l’action 
de la planète m” sur la planète m', pour feire varier la position de 
son orbite , se réduit à donner au nœud de son orbite , sur celle 
de la plauète perturbatrice m", un mouvement rétrograde instan- 
tané exprimé par 

mVa*[o'. a*], 

4V / gV y 

* . Ai.’?-. 

sans affecter l’inclinaison mutuelle des deux orbites. 

De la même manière, l’action de la planète m' sur la planète m", 
pour changer la position de son orbite , fait rétrograder le nœud 
de cette planète sur le plan de l’orbite de m', d’un mouroment 

• ' I i WkYS 

instantané 



4V / gV 



jWJH 

'Sr*- 



et ainsi des autres planètes. 

En combinant ainsi deux à deux toutes les planètes, on pourra 
trouver les variations de leurs nœuds et de leurs inclinaisons ré- 
ciproques, puisque par la nature du calcul différentiel, la somme 
des valeurs particulières d’une différentielle en forme la valeur 
complète. C’est ainsi qu’on avait trouvé les changcmens annuels 
des nœuds et des inclinaison» des planètes, produits par leurs at- 
tractions 
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tractions mutuelles, avant qu’on eut une théorie directe et générale 
des variations séculaires. 



10 G. Pour donner un exemple de cette méthode, considérons 
trois planètes m', m", m*, dont les orbites s’entrecoupent, I’, /' 
étant les inclinaisons de la seconde et de la troisième sur la pre- 
mière, et I~ étant l’inclinaison de la seconde sur la troisième; il 
"est facile de voir qu’elles formeront sur la sphère un triangle sphé- 
rique dont les trois angles, en supposant les inclinaisons de m" et 
de m'" du même côté, seront,^', i8o* — JT, et que nous dé- 
signerons, pour plus de simplicité, par a, /3, y. 

La planète m' fera rétrograder sur son orbite le nœud de la 
planète m", de la quantité élémentaire 



m'aa"[a, a*], 



jt. 



et la même planète fera rétrograder en même temps sur son orbite 
le nœud de l’orbite de la plaéfete m'", de-la quantité élémentaire 

m'a'aTa, a* - ], 

■ 

9 ■ ♦ . ; - 

tandis que les inclinaisons I" et /* demeureront constantes. 

Ainsi dans le, triangle formé par l’intersection des trois orbites, 
la portion de l’orbite de m' interceptée entre les orbites de m" et 
de m'", c’est-à-dire, le côté adjacent aux angles a. et /9, croîtra 
de la quantité Adt- } faisant, pour abréger, 



> _ f , a'] , a' a" [a , a*], \ 

4 ^ s /■& J* 

les angles * et /3 demeurent constans. 

Or dans un triangle sphérique dont les angles sont « , /3, y, et dont 
le côté adjacent à a. et jS, et par conséquent opposé à y, est c, 
Méc. anal. Tom. II. 



20 



on a 
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cos 5 . = sin« sin /S cosc — cos* cos/3. 
Donc faisant varier c de (i)<fr, on aura 

d.cosy = — sin*sin/3sinc(i)<fr. 
Mais la même équation donne 



d’où l’on tire 



sine 



_ cosy + co«* cos A 
COS C ■■■ ■■ • “i . i 

smi « si n fi 



sin»* sin£* — (cosy -f- cos* cos /S)* 
stn « sin fi 



\/i — cos ** — cos fi* — cos y* — acos* cos fi cosy 
tin m sia fi 




h 



Faisons, pour abréger, ’ 

u = v^^^oi^^T^cos-cos/3 cosj. = sin<*sinj3 sine , 
on aura 

d.cosy = — udt. 

On trouvera de la même manière, en considérant la rétrograda- 
tion des orbites de m' et de m'" sur celle de m'', laquelle augmente 
le côté adjacent aux angles a, y , et par conséquent opposé à l’angle 
/3, de la quantité élémentaire Bdt, en Elisant 

n S a'a'[a',a’], ° >u T n *- a*] A 

4 \ »/|V /’ 

tandis que les angles /S et y demeurent constans, 

d. cos/3 = — (a )udt, 



parce que la quantité u est une fonction symétrique des trois 
cosinus. 

Enfin la rétrogradation des orbites de m' et m" sur c«llc de m'", 
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donnera aussi . .. 

if.cos* as — Cudt, 

en faisant 

Q m* / aa’[a , g*], o*oTa*. g*], \ 

4 N V g a V g" a.' J 

Dans ces équations, les trois coefficicns (î), A, B, C sont 
constans, ainsi il n’y a de variable que la quantité u, qui est 
fonction des trois cosinus de *, fî, y, c’est-à-dire, des inclinai- 
sons respectives des orbites / ", ainsi on pourra détermi- 

ner leurs valeurs en foûction de t. 

w * 

Si on ajoute ensemble ces trois équations , après avoir multiplié 
la première par m"m'"a"a'"] a”, a"']„ la seconde par — m'm'Va"’ 
[a', a"'J , la troisième par ni'mVa"[a', a"] , on a 

t 

m'm’a* a“{a", cosy— m'm*a'a'|V, co.«/3-f-mîraVa'(V, . coî« = 

— a^.A — m'm'a'a'ty, a *], B -f- m’raVa'jV, a"^,C)dl. 

Or en substituant les valeurs de A , B, C, on voit que le second 
membre se réduit à zéro , par la destruction mutuelle de tous les 
termes, et le premier membre étant intégrable, on a, en remet- 
tant pour *, y leurs valeurs i8o* — I~, 

a*] I cos/'+iii , mVa'[u' 1 a*] 1 co>/^-f-m'm’a'a'fa',a r ] 1 co«/^=coiuC , 

équation qui s’accorde, dans le cas de trois orbites , avec l’inté- 
grale Ÿ = constante trouvée plus haut (art. io4). 

Si on fait , pour plus de simplicité , 

. cos* = x, cos^S = y, cos y = z, 
on a les trois équations 

dx == — Cudt, dy = — Budt, dz = — Audt; 
u = V» — — y‘ — z* — a xyz. 

La première , combinée avec la seconde et avec la troisième , 



1 
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donne, par 1 'élimination Ac u , 

d y = m dx > dz ~U dx; 

et cIc là 

(a)x+a , (0*+& 

y — z — “pt • 

Substituant ces valeurs dans l’expression de u, la variable x 
montera au troisième degré sous le radical, et Féquation dx= — Cudt 

donnera dt = — équation où les variables sont séparées, mais 

dont le second membre ne sera intégrable que parla rectification 
des sections coniques. 

Mais comme les inclinaisons mutuelles des orbites doivent être 
supposées très-petites, si on fait jc=i — Ç , 2 = 1 — 

ce qui donne 

e = (u;)% a = (!/;)% z = (ir,)', 

les quantités £ , > 1 , £ devront être très-petites , et on pourra négli- 
ger, dans l’expression de u, leurs troisièmes dimensions vis-à-vis 
des secondes. On aura ainsi 

u* = a(£>i 4- Ç£ -f- *Ç)‘ — Ç* — V — £*, 
et 

d% — — Cudt , <fn = — Budt , dÇ — Audt. 

Si on différentie cette valeur de u', et qu’aprés la substitution des 
valeurs de d%, dt, d(, on divise l’équation par udt, qu’ensuite on 
la rediSérentie et qu’on y fiissc encore les mêmes substitutions , 
on aura, dt étant constant, 

$ = 1*{AC—AB — BC) — A' — E‘— C']u , 

équation intégrable par des exponentielles ou des sinus , suivant 
que le coefficient de u sera positif ou négatif; mais comme 
u = sina sin/3 sine, il est évident que la valeur de u eu t ne peut 
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pas contenir d’exponentielles; désignant donc par — p' le coeffi- 
cient de u dans l’équation précédente , on aura 

u — K (cos t».t -f- k ) , 

K et k étant deux constantes arbitraires qu’il faudra déterminer 
par l’état initial , et comme sin a et sin /3 sont , par hypothèse , 
des quantités très-petites, K aura aussi une valeur très-petite. 

De là on aura, par l'intégration , les valeurs de g, », Ç, qui ne 
contiendront t que dans sin (pif-f-A), et qui, étant une fois très- 
petites, le seront toujours nécessairement, de sorte que la solution 
sera toujours bonne. 

On connaîtra donc ainsi les inclinaisons réciproques des orbites 
pour un temps quelconque, mais on ne connaîtra pas encore par là 
leurs positions absolues dans l’espace , lesquelles dépendent des an- 
gles h', h", etc., tV', etc.; c’est pourquoi il est plus simple de chercher 
directement ces angles par l’intégration des formules de l’article io4. 



107. Mais au lieu d’employer ces équations sous la forme où elles 
sc présentent, il sera plus avantageux de les transformer par les 
substitutions de l’article 73 , en faisant 

p — sin ï sin h', p' = sin i' sin h", etc. , 

q' — sin é’cos h', q" = sin/' cos /i", etc., 

on aura ainsi, en accentuant les lettres p, q, pour les rapporter 
successivement aux planètes m', m", etc., et mettant la fonction 

^ à la place de (fl) (art. io 4 ), 
dp' V i — p'*— y* d* 

dp * _ V/|— . J* 
mV?«' 
etc. 



d J - 

Ht ~ 
dq _ 

ar- 



V ■— p' a — V* . ,d+ 



ni' V pa 



*13 



Il 

m" y/ g "a" dp 1 
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La fonction Ÿ sera, comme dans l’article cité, 

Ÿ = — l m'm "a'a"[a' } a"], x (1 — cos I]) 

— j m'm"'û'a"'[fl', a'"J, x (1 — cos I~) 

— etc. ; 

mais les valeurs cos J,, cos I', cos J’, etc. deviendront, par les 
memes substitutions, 

.cos/; = \/i—p' k —q'’ x v'i— P"* — ?"* ■+* P'p"-i~ <M', 
cos/’ = y/ 1 — //* — q" x \/i—p"' % — p'p'"+q'q"\ 
COS/; = y'i —/*—?''* X y/T—p'"‘—q'"‘ + p"p”'+q"q"', 
etc. 

Faisant ces substitutions et exécutant les différentiations relatives 
à /> P"> Ç". de. 



%=- {q'V^p’^r- g'V-y-^ > 

O*], ^/y' 1 _pW. P'* '/’) 

4 K &'«' 

— etc. , - 

y/i—p"‘—q"' — p"\/i—p'‘ — ç ' 1 ) 

4t / e'«' 

• -4- etc. , 

_ _ m ' a 'a'[a , .°']. (q H y/i_p l ‘—q l, —‘q'y/i—pf , ‘--q "‘ ) 

<« 4VV a " 

m*a' Q*[n' , a*], p"‘‘ q'"‘ — q "'\/ 1 — p"‘ — q"‘ ) 

4V'gV 

— etc. , 

«V _ m'a'a’[g\a r ], ç — q T ‘ _ p’\/l— p" x —q l ” ) 



etc. 



W&" a ‘ 



»V4a, g’]. / — p'"s/l—p"‘—q' % ) 

* Wï? B ^ 

+ etc. , 
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108. Ces équations ont lieu quelles que soient les valeurs des 
variables p\ q', p", q", etc. , parce que nos formules ne supposent 
point que les inclinaisons i', i", etc. des orbites sur le plan fixe 
soient très-petites, comme on l’a vu jusqu’ici dans toutes les for- 
mules que l’on a données pour le mouvement des nœuds et les 
variations des inclinaisons, mais elles supposent seulement la pe- 
titesse des inclinaisons mutuelles des orbites. 

Quant à leur intégration, elle paraît très-difficile en général, et 
il n’y a peut-être que le cas de deux orbites où elle réussisse. 
Faisons dans ce cas, pour abréger, 

m'oV[<i >'] 1 a"], „ r 

~VJ3 ’ Wë* ’ 

V « —p'‘—q"‘ —x, s/i —p"‘—f‘ — ■ y, 

on aura les équations 

• i = ~ M(qy — q"x), = M{p'y —p"x ) , 

% = — iï(q"x— q'y ) , -f- = N{p"x—p'y). 

Elles donnent d’abord 

+ + = oj 

d’où l’on tire 

Np' + Mp" = b, Nq' + Mq" = c, 
b et c étant des constantes. 

Maintenant si on différentie l’équatifn x‘ = 1 — p'‘ — q'\ et 
qu’on y substitue les valeurs de dp', dq\ on a, après la division 
par xdt , 

S = — «y)» ‘ 
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on trouve de même, 

$ = - W-p'q"), 

et de là 

+ = °> Nx + A/y = /, 

f étant une constante. 

Les intégrales que nous venons de trouver donnent 

Mp" = b — Np ' , Mq" = c — Nq', My=f—Nx-, • 

ces valeurs étant substituées dans les trois équations 

— q"x) = o , — p"x) — o , 

^ + M(p'q”—q'p") — o, 

on obtient les équations suivantes : 

Tt +fq'- cx = °> W —M+ bx = o, • ‘ 

5 + cp'— = o, 

(|ui, étant linéaires à coefficiens constans, sont toujours intégrables. 

On aura de pareilles équations, en changeant p', q 1 , x en p", 
q", y ; mais lorsqu’on connaîtra les trois premières de ces quan- 
tités, on aura les trois dernières par les trois intégrales précédentes. 

Les expressions de p', q', x en t, contiendront trois constantes 
arbitraires, et comme les constantes b, c, /sont aussi arbitraires, 
on aura en tout six constantes arbitraires, mais qui se réduiront 
à quatre, pour satisfaire aux équations supposées //*-f-/*4-x*=i, 
p"‘-\-q"'+y‘=: ij on aura ainsi les valeurs complètes des quatre 
variables p 1 , q 1 , p", q", qui donnent la position des deux orbites 
dans l’espace. 

Mais notre analyse est fondée sur la supposition que l’inclinai- 

soa 
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son mutuelle des deux orbites soit très-petite ; le cosinus de cette 

inclinaison est exprimé par la formule (art. 107) 

• • 

xy + p'p"+ q'q", 

dont la différentielle devient égale à zéro, d’après les équations diffé- 
rentielles ci-dessus; cette quantité sera doue égale à une constante, 
comme nous l’avons déjà trouvée (art. io 5 ) , et il faudra que cette 
constante soit supposée fort petite, pour l’exactitude de la solution 
précédente. 

11 serait difficile, peut-être même impossible de résoudre de la 
même manière le cas de trois ou d’un plus grand nombre d’or- 
bites; mais nous observerons que comme la position du plan de 
projection est arbitraire , on peut toujours le prendre de manière 
que les inclinaisons des orbites sur ce plan soient très-petites , 
puisque leurs inclinaisons mutuelles doivent être très-petites; et 
si , les inclinaisons étant très-petites dans un instant quelconque , 
elles demeurent toujours très-petites, la solution fondée sur cette 
hypothèse sera légitime. 

1 09. En supposant les inclinaisons i', £', etc. des orbites sur le 
plan fixe, très-petites, les variables p', q', p", q ", etc. seront aussi 
très-petites , et on pourra, dans les équations de l’article 107, entre 
ces variables , mettre simplement 1 à la place des radicaux 
V > — y/’ — </'*, V* —p"‘ — q"‘, etc. , ce qui les réduira à la forme 
linéaire , dont l’intégration est facile. 

On aura ainsi des équations tout-à-fàit semblables à celles que 
j’avais trouvées, par une autre méthode, dans les Mémoires de 
l’Académie de Berlin pour 178a , et dont j’ai fait aussi l’application 
aux six planètes principales , en donnant les expressions finies des 
variables pour un temps indéfini; et les Mémoires de 1787, de la 
même Académie, renferment, de plus, ce qui est relatifà l’orbite 

Méc. anal. Tom. II. 



3 
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d’Hcrschcl. Il faut seulement remarquer que , dans les formules de 

ces Mémoires, les tangentes des inclinaisons tiennent lieu des sinus 
» t * 
qui se trouvent dans les valeurs des variables $ 

r 

p' = sin/ sia h', p" = sin/' sin /i", etc. 

q’ = sin/c&s//, q" = sin t''cos/i", etc. 



mais à cause de la petitesse des inclinaisons, cette différence n’est 
d’aucune considération. , 

Lorsqu’on connaît les valeurs de ces variables, on peut déter- 
miner tout de suite les inclinaisons mutuelles des orbites, parles 
formules de l’article 107 ; mais ces formules se simplifient dans le 
cas où les quantités p’, q', p", q", etc. sont très-petites. Dans A- 
cas on aura, en négligeant les troisièmes dimensions do ces 
quantités, * H*; 



- et de là, à cause de 1 — cos/' == a (sin j /?).*, 

sin i /; = i V(/~ >')* + ( 2'— f")> 



ii 



cosi: = I *- i (p' % -+■ q'‘+p"‘ +f) + pp'-hqq'i 

• M 

* V . *| 

fi- 

, . . * 

on aura de m.ème 

sin i r, = i y/ip l -pnr+(}4fy, . 

et ainsi des autres. s.'ty 

- -- * . ^ ' • r i v *>,41 

>. r 

110. Il reste encore, pour compléter la théorie des variations 
séculaires, à considérer la variation du moîivcment moyen que 
nous avons désigné par dx dans l’artide 77 , et qui, en négligeant 
le carré de l’excentricité e, qui est supposée fort petite vis-à-vis 
de l’unité , et accentuant les lettres pour les rapporter respective- 
ment aux planètes m', m", etc. , devient . m , . 

6' ' ' <to ’ y gd de' 



dx' = — a \Z~-X d -^dt + 



dt. 
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pour la planète m'; on aura de même , pour la planète m", la va- 
riation dA", en ajoutant un trait aux lettres qui n’en ont qu’un , et 
ainsi de suite. 

On substituera donc dans cette formule , au lieu de la fonction 
(Q'), la somme (Cl'), -+- (O')., suivant l’article 100 , et comme la 
fonction' (ft'J, ne contient point les excentricités e', e", etc., on 
aura simplement 




et pour avoir une formule uniforme pour toutes les planètes m', 
m", etc., il n’y aura qu’à mettre, suivant les remarques des ar- 



ticles 101 et io 4 , à la place de , 

à la place de , ce qui donnera 



</(«')■ dW d+ 

’ m’dd 



dA! — — a 




j/ g' u ' m 'de ’ 



les fonctions <D et "P étant données dans les mêmes articles, et étant 
les mêmes pour toutes les planètes. 

Mais si, à la place de ces fonctions exprimées en e 1 , />', i 1 , h', 
e", etc., on veut employer les expressions des articles io 3 , 107, 
en m', ri,p', q\ m", etc., il faudra , suivant les formules de l’ar- 
ticle 73 , changer en On aura ainsi 




et pour avoir dA", dA'", etc., il n’y aura qu’à changer g’, a' m', 
m', ri en g", a", m", pi", n", etc. 

Dans ces formules, les différentielles relatives à a' réaffectent 
que les coefficiens (a', a"), a'a"[a', a"],, a'a!'[a', a"]„ (a', a ") , etc. 
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des fonctions «t et "fr , à la place desquels il suffira de substituer 



a"[a', a"[a', etc. 



d<t> dir 



pour avoir les valeurs de j—, ; «t par les formules de l’ar- 



ticle 98, on trouvera les valeurs des différences partielles 



d(a , a") d[a\ a*], 
dd 9 du 



etc. 



Il faudra ensuite y substituer les valeurs do m', ri, p', q', m", etc. 
en t, trouvées par l’intégration des équations différentielles des 
articles io 5 et 109, et que nous avons données pour toutes les 
planètes, flans les Mémoires cités de l’Académie de Berlin ; et comme 
ces valeurs sont exprimées par des suites de sinus et de cosinus, 
les variations dW, d\", etc. seront intégrables ; les termes cons- 
tans donneront dans A', A", etc. des termes proportionnels à t,' 
qui se confondront avec les mouvemens moyens; et les termes 
en sinus et cosinus donneront de pareils termes, qui exprimeront 
les variations séculaires de ces mouvemens. 

J’avais trouvé, par une autre méthode, dans les Mémoires cités 
de l’Académie de Berlin , des formules pour déterminer les varia- 
tions séculaires des moyens mouvemens des planètes, et elles 
m’avaient donné , pour Jupiter et Saturne, des résultats presqu’in- 
scnsibles ; mais les formules précédentes sont peut-être plus rigou- 
reuses, et il sera bon d’en faire l’application aux planètes; c’est 
un objet dont je pourrai m’occuper ailleurs ; ici je n’ai eu cil vue 
que de montrer l’usage de la nouvelle théorie des variations des 
constantes arbitraires, dans la détermination des variations sécu- 
laires des élémens des orbites des planètes. 



« 



• t 



* 
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$ III. 

Sur les équations séculaires des élémens des planètes , produitei 
par la résistance d'un milieu très-rare. 

ni. Pour ne rien laisser à désirer sur les variations séculaires 
des planètes, nous devons encore considérer l’cflfet d’un milieu peu 
résistant dans lequel il est possible qu’elles se meuvent, et où elles 
devraient nécessairement se mouvoir, si la lumière était due aux 
oscillations d’un fluide. 

Nous avons déjà vu, dans l’article 78, que pour avoir égard à 
la résistance, il suffit d’ajouter à la valeur de d'n les termes » 

ry'dr' + r'd«' (fMr -f- r*d<ïH •+• rMaJfc) 

JP > 

r étant la densité du milieu , qui peut être une fonction de r, et 
qui doit être supposée très-petite, et d’y substituer pour r et 
leurs valeurs en t données par le mouvement elliptique de la pla- 
nète, en se souvenant que la caractéristique d se rapporté au 
temps t, et la caractéristique «f aux élémens de la planète. 

Comme nous ne cherchons ici que les variations séculaires , il 
faudra , ainsi que nous l’avons pratiqué plus haut , rejeter tous les 
termes périodiques et ne retenir que les termes constans. 

11a. En désignant, comme dans l’article ai , l’anomalie moyenne 
de la planète par 

• 

♦ on a vu que r et 4 > — u peuvent s’exprimer par des séries dont 
la première ne contient que. des cosinus , et la seconde des sinus 
d’angles multiples de 113 donc dr ne contiendra que des sinus sans 
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terme constant , et d® des cosinus de ces mêmes angles ; par 
conséquent la quantité dr' + r*«?©* ne contiendra que des cosinus, 
et il en sera de même de la série qui exprimera la valeur de 
\/Jr' -f- r'dto'. Ainsi en faisant r ==/r, la quantité T\/ dr' -H r*5©* 
sera exprimée par une série de cosinus de multiples de ». 

Maintenant pour avoir «fr et tf©, il faudra firirc varier dans les . 
séries de r et de © les cocfficicns des cosinus et des sinus qui 
sont donnés en a et e, et de plus l'angle u , à raison des cons- 
tantes a et e qu’il renferme. Désignons par <f(r) et sf(©) les par- 
ties de tfret de cT© qui contiennent les variations des cocfficiens, 

ou ^ura cfr=«f(r) ^ cf», et de même «T©=/(©)-f- ^ 
donc 

dr£r -f- r'diïJ'b = drj(r) + r\f©<f(©) 

+ {dr' + r'd®') 

Or il est clair que tT(r) ne contiendra que des cosinus , et comme 
dr ne contient que des sinus, drj'(r) ne contiendra aussi que des 
sinus sans terme constant ; de même ef(©) ne contiendra que des 
sinus, et comme c/© ne contient que des cosinus, r/© < f(©) ne con- . 
tiendra aussi que des sinus ; d’ailleurs r* ne contient que des cosinus, 
par conséquent r*</©<f(©) ne contiendra que des sinus. Donc la 
quantité drj(r) -f- r’c/©J'(©) ne contenant que des sinus d’angles 
multiples de », sans aucun terme constant, devra être négligée. 

4 

u5. Ainsi pour les équations séculaires on aura simplement 

drj'r -f- r*t/©(f© = (</r* -f- r*rf©*) 

Or du=dt \J donc faisant ces substitutions , on aura pour 
les termes à ajouter à Jii , à cause de la résistauce du milieu, 
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* 

_ r(‘lr' + r-j»»)» /«’ . 

ip VI 

ry/dr' -+■ r*dt>' X „ 

3f* «X) 

où il faudra substituer pour r et 4 > leurs valeurs en t ou u, et 
ne retenir dans les résultats que les termes indépendans des sinus 
et cosinus de u. 

Pour les propriétés du mouvement elliptique, on a tout de suite 
r*<i® = Ddt — dt\/ ga(i —<?•), 

ainsi les termes dont il s’agit se réduiront à 

w. 

où <Tk = — v/J* — > 

‘ Tels sont les termes qu’il faudra substituer à la place de 
«ffl , dans les formules générales des variations des élémens des 
planètes (art 74), et l’on aura 

* 

da = - aaT(2 — I 

5 

■ * = 5ar(j — ;)'x((— c)Vg*, 

et les variations des autres élémens x> A , i seront nullesj d’où 
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l’on peut d’abord conclure que le grand axe ou la ligne des ap- 
sides , ainsi que le nœud et l’inclinaison , ne seront sujets à au- 
cune variation séculaire; par conséquent la résistance ne déplacera 
point l’orbite de la planète , mais en changera seulement à la longue 
le grand axe et l’excentricité, et produira en même temps une 
équation séculaire dans l’anomalie moyenne et dépendante de la 
variation de c. 

Si l’on combine ensemble les deux premières équations, on a 
de - 

3 a 9 

donc 

dl — dc — =s dt\ 

2(1 9 

divisant par Va 5 , et intégrant , on trouve 
t—c _ rjt_ 

et comme u= (t—c) [/^ t on aura 

en supposant que l’intégrale J '- commence au point où u=o-, 
ainsi tout dépend de la variation de la distance moyenne a. 

Si, dans la première approximation, on néglige l’excentricité e 

i 

supposée très-petite, on a r=aÇ* — =—=■, et comme la 

densité du milieu r ne peut être qu’une fonction de r, elle sera 
une fonction dc a , et la première équation donnera 



dt = - 

arj/ go 



Supposons 
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Supposons T constant; on aura, en intégrant, 

r % 

« » V A — V a 

1 - ;* . 

A étant la valeur de a lorsque t = o j donc 

a = W'i — KVg)', 
et la valeur de u deviendra 

u =? Vg x f {VA _ trv/g y . _ 

= -L f ! 1 \ * 

.» ar \(.V A — W 

' . * _ 

(*“ r V^)‘ ‘ 

où le coefficient T doit être supposé très-petit. 

S * t 

11 5 . Pour avoir la variation séculaire de l’excentricité e, il fau- 
dra substituer dans les expressions irrationnelles v/T — ^ et 

â • 

(p — de la valeur de de l’expression de r en u, et ne retenir 

dans le développement que les termes constans. Or, en ne con- 
servant que les secondes dimensions de e, on a, par l’article si , 

r = a (1 — e cosu ■+- e - — e - cos au), 
d’ou l’on tire t 

• p = j(i 4 - e cosu H- e‘ cos2u), 

• •• - 

, /a 1 1 / , e* . 3 e* \ 

. Vr ô == Vô(. 1 "^” e C0SU 4*^'^' C0S2t< / » 

1 

, (7-î) =ï^( 1 + 3ffC03 “+^«‘ + 7«*co$au); 

Mèc. anal. Tom. II. as 
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par conséquent, en rejetant les cosu et cos au, on aura 

cle= — rj/g(i-e')ex^ • 

Si on substitue pour y a sa valeur \/ A — try/g, et qu'on néglige 
d’abord les e', on aura l’équation 

de ( \/A — <r /g) -f- iy g 
dont l’intégrale donne 

' , • .-«(.-«ys), 

£ étant la valeur de e lorsque t = o. • 

Mais comme l’existence d’un milieu résistant, et à plus- forte 
raison la loi de la densité de ce milieu, ne sont qu’Uypothétiques, 
les résultats précédens ne doivent être regardés que comme une” 
application de nos formules générales des variations séculaires. 

§ IV. 

' « + » * 

Du mouvement autour du centre commun de gravité de plusieurs 
corps qui s’attirent mutuellement. 

« 

116. Nous avons démontré dans l’article 6 de la troisième Sec- 
tion, que dans tout système libre, les équations du mouvement 
des corps du système sont les mêmes , soit qiftm les rapporte au 
centre de gravité du système, ou à un point quelconque fixe hors 
du système. Ainsi dans les formules de l’article 85 , on pourra 
établir dans le centre de gravité de tous les corps m, m', m", etc. . 
l’origine de leurs coordonnées x, y , 2, x', y 1 , etc. , et par les pro- 
priétés du centre de gravité , on aura les trois équations 

mx 4- m'x' + m V' •+- + etc. = o , 

nvy + m'y 1 + m "y" -)- m '"y"' etc.- = o 
mz -f- mV -f- m"z" •+• m'V -f- etc. = o , 
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lesquelles donnent tout de suite les râleurs des coordonnées de m , 
par celles des autres corps m', ni" etc, 

Considérons en particulier le mouvement du corps m' autour 
du centre commun de gravité. Comme ses coordonnées x\ y', z' 
sont indépendantes , on pourra , dans lep formules de l’article cité , 
réduire les quantités^ .et y aux termes mukipliés par m', qui 
sont les seuls qui contiennent les variâmes V, y', z', et diviser 
ensuite ces quantité# par m'; ainsi dans l’équation générale on 

pourra substituer T et V à la place de T et K-, co faisant 

« ■ ,. ♦ . \ 

~v dx' % -h rf/» 4- 

•" ‘idt* x ’ 



et 



y = mjXïf +m"SR;d P : + m m fST,df, + etc. , 



et l’on aura pour chacune des trois coordonnées de L’orbite de n#' 
•autour du centre commun de gravité, une équation de la forme 



ir rr 

' ldi H 



ir 

lï — °> . 



£ étant une quelconque de ces coordonnées. 



117. S’il n’y avait que deux corps m et m', la valeur de y 
#e réduirait au seul terme m ffidp!, et l’on aurait 
, R' étant supposé fonction de p. * 

Pour avoir la valeur de iy relative à £, il fout diflferentier 
la variable . „ * . > 

P 1 = V(x'—x)' -f- [y— y)' 4- (z'— z)*, 

en ne frisant varier que x', y', z', et ensuite y substituer pour 
If, y, z lgurs valeurs . ‘ . , 
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On aura ainsi 
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», __ m-f-m' a! ïx +ÿty 4- l'ti.' 

' ni f 

Or, par les mêmes substitutions, on a 

ff = =±* v® ï +> fi +? ! . 

Donc faisant 

. ^ = vv* -i-y* +v% 

rayon vecteur de l’orbite de m' , on aura p' = r' ; et par 
conséquent 

J>' = + ^ _ jy ; 

donc aussi dp' =dr' -, de sorte que la valeur de V deviendra 

« 

m/R'dr, R' étant maintenant une fonction de semblable 

à la fonction supposée de p'. 

Dans le cas de la nature , on a JFÎ' = ; donc la force R di- 

- f 

rigée vers le centre commun de gravité , sera représentée par 
nj* 

-, — : — îttt:, ce qui est connu. 

« 

118. Considérons maintenant le cas où le système est com- 
posé de plus de deux corps, *et supposons, pour simplifier la , 
question, que la masse m soit beaucoup plus grande que chacune 
des autres masses m', m'', etc. ,~ ce qui est le cas des planètes à 
l’égard du soleil; les quantités x, y , 2 deviendront très-petites 
vis-à-vis des quantités x', y', z', x", etc., dans le rapport ^des 
masses m', m", etc. à la masse m , en vertu des équations don- 
nées dans l’article précédent; et on pourra, dans le développe- 
ment, s’en tenir aux premières puissances de x, y, z, du moins 
taut qu’on ne voudra pas avoir égard aux carres des masses. 
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Comme R? est supposé fonction de p', fR'dp' sera aussi une fonc- 
tion de p' que nous dénoterons par Fp', et la quantité R sera ex- 
primée par F'p', suivant la notation des fonctions dérivées. Or on a 

1 • 

p' = + (y’—y)‘ + (z'—z)*, 

et r 1 = \/x' + _> * -f- donc ^ 



Fp' = Fr'— 



d.F/ J. Fr d.F/ 

dx' * dy y dz u ’ 



et diifércntiant par <f, les quantités x, y, z demeurant cons- 
tantes , „ 



<TFp' = J'Fr' — x* d £ 

• 4 J 

t 

où il faudra mettre pour x, y, z leurs valeurs 

m'x' -f* ni V tn*x* -h etc. 

m 

_ ni'/ 4- my 4- m"/ 4- «te. 

* m m m y 

mV -I- ni*z" -4- mV -f- etc. 

Z — — — — . 



s d.F/ 



d.F/ 




119. Supposons que la force d’attraction R' soit comme la puis- 

* - 7 * 4-1 

sance p'r de la distance p', on aura Fp'.sc^-j-, et la fonction Fp' 

sera une fonction homogène de x 1 , y', z' du degré pc+ 1 ■ de 
sorte qu’on aura, par lu propriété de ces fonctions, 



*Tr+ïTr + * d -£f = ( a * ■ + iwt 



donc différentiant par cf , et observant que 
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ou aura 






Donc si on fait, pour abréger, . . 

/ r yi \ _» | y" d-Fi' - ,* d.F/ . 

(R ) — X? y -qr + Z j-r , 

(f>l"\ *;'» tlï. _t_ y'» ^ F ' _i_ z" 1 ^ . 

etc. , 

on aura , après les substitutions , 

<T . Fp' = ^±p- J'Fr' 4- £ ^ 4 - etc. , 

• . m ... 

et telle sera la valeur de J'. /R’ dp 1 dans la différence S (art. 111); 

de sorte qu’on aura pour le premier terme m/R'dp 1 de 

< * • 

m/R'dp' = (m + ftm')Fr' + m "{R") + m'"(R'") + etc. , 

J/A* I 

ou Fr* = —j— . 

Dans le système du monde, l’attraction des planètes est en 
raison inverse des carrés des distances 5 on a ainsi 



/* — — a, Fr' = — 4-'; 



et l’on, trouve 



(in = ~± Ç±i£-C±£=£. 



en faisant 



r" = y/iFT/'* + 2 "*"» 1 " = 4- y'"‘ + 2 '"*, etc. 



Digitized by Google 



- , SECONDE PARTIE, SECTION VII. i 7 5 

Donc si on fait ces substitutions dans la valeur de y (art. ni), 
et qu’on y suppose aussi K, = 4-, , R" = ~ , etc., on aura , dans 

le cas de la nature, pour le mouvement du corps ni' autour du 
centre commun de gravité , 



V = 




m' 



(\_ >'• -f t " 1 - 

V t" ar'* 



+ — f "‘\ 
— 

•— ) — etc. 



Le premier terme de s’il était seul, donnerait, comme on 
l’a vu dans le chapitre premier, une orbite elliptique dans laquelle 
g = m — am' ; et comme les autres termes sont fort petits par 
rapport à cehii-ci, étant multipliés par les masses m", m'", etc., 
supposées très -petites vis-à-vis de m, on peut les regarder 
comme dus à des forces perturbatrices dont l’effet est de faire 
varier les élémeus de l’orbite elliptique. Ainsi ’cn faisant, comme 
dans l’article 9e, , » 





+ — , 

pr- 




ête. , 



on pourra détermiucr, par les formules données dans l’article 70, 
les variations de ces élémens. 



120. Si on compare cette valeur de fl' qu’on vient de trouver 
pour le mouvement du corps m' autour du centre de gravité du 
système, avec celle de la quantité fl' pour le mouvement du 
même corps autour du corps m , on voit qu’elles sont semblables ; 
les rayons vecteurs des orbites étant représentés dans celle-ci par 
p', p'', etc. , et dans la précédente par r', r", etc., et les quantités 
p), p", étant les mêmes dans l’une et dans l’autre, puisqu’elles re- 
présentent les distances rectilignes du corps m' aux autres corps 
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m", m'", etc. ; il n’y a de différence qu’en ce qu’en changeant p', 
p", etc. en r', r", etc. , il fout échanger entr’elles les quantités r 1 , 
r", ainsi que les quantités r', r"', et ainsi des autres. Or si on ne 

cherche que les variations séculaires des élémens, comme nous 

\ * 

l’avons fait pour l’orbite de m' autour de m, il est focilc de voir 
qu’on aura la même valeur de (Cl') pour les deux orbites, et par 
conséquent les mêmes formules pour ces variations, ce qui est 
assez remarquable. 

Au reste, dans la valeur de Cl' trouvée ci-dessus, on pourrait 

j/* j/l f 

effacer les termes — m" ^ — m'" — ,3 — etc., parce qu’étant de 
la même forme que le premier terme — ” ~ a ” de la quantité 
ils peuvent se joindre à ce terme , lequel deviendrait ainsi 

m — 9m' — in* — m* — etc. 

y • 

• * « 

de sorte que le corps m' décrirait autour du centre de gravité 
une orbite, comme s’il y avait dans ce centre une masse égale 

à m — ara 1 — m" — m'" — etc. , et les forces perturbatrices de cette 

« 

orbite seraient par conséquent’, toutes choses d’ailleurs égales, 
moindres que celles de l’orbite du même corps m' autour du corps 
le plus gros m. 



SECTION 
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- ■ 1 H 

• 4 „ 

HUITIÈME SECTION. 

* 

Du mouvement des corps non libres , et qui agissent les 
uns sur les autres (T une manière quelconque. 

• 

1 . JL) a ns la Section précédente, nous avons supposé que les 
corps étaient libres, et qu’ils pouvaient^ par conséquent, recevoir 
tous les mouvemcns que les forces accélératrices tendaient à leur 
imprimer. Dans cette hypothèse, les coordonnées de chacun des 
corps peuvent être prises pour des variables indépendantes, et 
chacune d’elles donne une équation de la forme (art. 1, Sect. VII) 



, tr tr.tr 

d -Jdi~ 3f + 7t 



o. 



Lorsque les corps ne sont pas libres , soit qu’ils soient assu- 
jétis à se mouvoir sur des surfaces ou des lignes données , soit 
qu’ils soient liés par des fils ou par des verges , ou que leur mou- 
vement soit modifié d’une autre manière quelconque", ces condi- 
tions, exprimées analytiquement, peuvent toujours se réduire à 
des équations de condition entre les differentes coordonnées des 
memes corps, par lesquelles quelques-unes de ces coordonnées 
dépendront des autres , et pourront être exprimées par des fonc- 
tions de celles-ci. Il y aura donc alors un moindre nombre de 
variables indépendantes} mais chacune àf ces variables donnera 
encore la même équation, que si elle appartenait à un corps 
libre. Ainsi les mêmes formules que nous avons données dans les 
articles 1 et a de la Section précédente , serviront aussi de base 
dans celle-ci. 
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On aura aussi , quelle que soit la liaison des corps , l’équation 
des forces vives 

T + r — H. 

a. Si le mouvement se faisait dans un milieu résistant, nous 
avons vn, dans l'article 3 de la même Section, que la résistance 
R donnerait pour chaque corps m , les termes 

n . . dxtx + dyty + dzJt 
1 X ds » 

à ajouter à JV\ ainsi il n’y aura qu’à réduire les différences 
Jx, J'y , J z en différences relatives aux nouvelles variables indé- 
pendantes. 

On peut donner à cette réduction une forme générale, par l’ana- 
lyse de l’article 4 de la Section IV; car en nommant £, 4> 
les nouvelles variables, on a vu que la quantité dxJx-t-dyJy+dzJz 
se transforme en 

Fdç J'zj -f- G(d£J^ — f- d-^J £) -j- Ild^ J -\j. 

•+• ri- </*/?) + etc., 

où l’on voit que le coefficient de J% est 

Fd% -f- Gd-\ ri* Id<p. 

Si on change le J en d, alors la transformée de dx' + dy‘+ dz' 
devient 

Fd? -f aGc/Çc/4 ri- Hd-\' ild^dç -f- etc. , 
et si on désigne cette transformée par <& , il est clair que l’on a 

Fd% ri- Gd-\ ri- — jjjf- 
Il suit de là qu’on aura en général 

dxJx+dyJy+dzJz = ^ J£ + ^ ^ 
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La résistance des fluides étant en général proportionnelle au 
carré de la vitesse ^ , ( s étant l’espace parcouru par le corps ) 

si on désigne par V la densité du fluide, on aura R — T^, et 
les termes à ajouter à //^seront 



Tds x 



d-rtx -+- rfy/y -f- dttt 

fa' . 



Donc, en retenant la signification de la lettre T de l'article 1 de 
la Section précédente, il n’y aura qu’à ajouter à les termes 



M ** + K* + ÎSf /lp + ctc ‘ * 



et changer ensuite m, m', m", etc. en Tds, T'ds', Vds", etc. ; car 
la résistance n’étant pas proportionnelle à la masse, mais seule- 
ment à la surface , il n’y aura qu’à exprimer par T, T', r", etc. les 
résistances que les corps m, m', m", etc. éprouveraient eu se mou- 
vant avec une vitesse égale à l’unité. 

Ainsi l’équation de l’article 1 , relative à £, deviendra 

I* 

, tr ir.tr. tr 
d ’ï3i ~ 7F + 7f + m = °- 

Mais réquation des forces vives n’aura plus lieu dans ce cas. 

3. Au lieu de réduire d’abord toutes les variables du problème 
à un petit nombre de variables indépendantes, par le moyen des 
équations de condition données par la nature du problème , on 
peut traiter immédiatement toutes les variables comme indépen- 
dantes, el si L — o, M— o, etc. sont les équations de condition 
entre ces variables, il suffira d’ajouter à l’équation relative à cha- 
cune de ces variables, des termes de la forme A ^rf-ft^-f-etc. 



J Î’F * * | * ' I » * L# . Vi WM , 

d Tdî ”7r 4 'TT + A ÿr + f*-JF + elc - — °> 



IT 

7f 
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On aura ainsi , relativement à une variable quelconque Ç, l’équation 

t r , il . m 
•7T + A ?f +f*7f 

les quantités A, /*, etc. étant des quantités indéterminées qu’il fau- 
dra éliminer, au moyen des équations de condition. 

A l’égard de ces équations, nous avons déjà remarqué qu’il n’est 
pas nécessaire qu’elles soient sous une forme finie; il suffît qu’elles 
soient différentielles du premier ordre : alors en changeant la ca- 
ractéristique d en , on aura également les différences partielles 
relatives à chaque variable jj. 

Enfin, si le système était composé d’une infinité de particules 
jointes ensemble d’une manière quelconque, on suivrait, à l’égard 
des termes dus aux équations de condition, les mêmes règles que 
nous avons données dans la Section VI de la première Partie 
(art. 10), puisque ces termes sont les mêmes dans la formule gé- 
nérale du mouvement que dans celle de l’équilibre. 



4 . Le problème étant réduit à un certain nombre de variables 
indépendantes , on aura , pour chacune de ces variables, une équa- 
tion dilïérentielle du second ordre, dont l’intégration introduira 
deux constantes arbitraires ; de sorte que la solution complète 
contiendra deux fois autant de constantes arbitraires qu’il y aura 
de variables indépendantes, lesquelles devront être déterminées 
par l’état initial du système. Or si, pendant que le système sc meut, 
il arrive qu’un ou plusieurs des corps qui le composent , reçoivent 
dans un instant donné des impulsions étrangères quelconques , ces 
impulsions n’agissant que dans un instant , ne changeront pas la 
forme des équations, mais seulement la valeur des constantes ar- 
bitraires; et si les impulsions devenaient infiniment petites et con- 
tinuelles , les constantes arbitraires cesseraient d’clre constantes , 
et deviendraient variables elles-mêmes. 
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Nous avons déjà donné, dans le second chapitre de la Section 
précédente , la théorie de ces variations des coustantcs arbitraires 
pour les corps libres, et nous en avons fait l'application auxéléinens 
des orbites des planètes ; nous commencerons cette Section par la 
généraliser et la rendre applicable à tout système de corps qui 
agissent les uns sur les autres. 

CHAPITRE PREMIER. 

é 

Formules générales pour la variation des constantes arbitraires , 
dans le mouvement d’un système quelconque de corps , produite 
par des impulsions finies et instantanées , ou par des impulsions 
infiniment petites et continuelles. 

5. En nommant £, 4- , <P , etc. les variables indépendantes aux- 
quelles on aura réduit toutes les coordonnées x , y, z des corps 
du système, par le moyen des équations de condition dépen- 
dantes de la liaison des corps, on pourra toujours exprimer 
chaque constante par nue fonction donnée de Ç, 4> <P> etc., et 

des différentielles j, etc. Or, les variables finies 4 , 

? , etc. ne dépendent que de la position instantanée des corps dans 
l’espace, et ne peuvent par conséquent subir aucun changement 
par les impulsions étrangères; il n’y aura donc que les difléren- 

tielles dont les valeurs pourront être changées par ces 

impulsions. 

Supposons qu’elles deviennent ^ + 4> ^ + <P , etc. , 

les accroissemens Ç, 4-, <p, etc. seront dus aux impulsions; ce 
seront les vitesses, suivant les coordonnées £ , 4-, é, etc., que 
les impulsions produiraient dans le premier instant, et qu’il s’agit 
de déterminer. 

Soient P, Q, R, etc. les forces d’impulsion appliquées à chaque 
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corps m du système, suivant les directions des lignes p, q, r, etc., 
et tendantes à les diminuer, et soient je, ÿ, z les vitesses initiales 
qui en résulteraient dans ce corps , suivant les directions de ses 
coordonnées rectangles x, y, z, et dans le sens où ces coordon- 
nées augmentent, si tout le système était en repos ; on aura, par 
l’article 11 de la seconde Section, l’équation 

6’(x/x -J-ycTy 4 - i<fz)m — iSÇPcfp-f-Qd'q-f-RJ'rH-etc.) = o, 



laquelle doit sc vérifier indépendamment des variations «fg, 

S <p , etc. de chacune des variables indépendantes. Il n’y aura donc 
qu’à substituer dans cette équation les valeurs de x,y, z et de 
p, q, r, etc. , en fonctions de g, ^,9, etc., en remarquant que 
les vitesses x, y, z peuvent s’exprimer, co mm e toutes les vitesses, 

dx r/y dz 

P“ r rfP ap 

Par ces substitutions on aura la transformée 



S{xSx 4 - y S y + s<Tz)m 
== sJg + -f- etc. , 

et si on fait , comme dans l’article 6a ( Sect. précéd.) , 
Jïî = — 5 (P<fp 4- Q/q 4- R sfr 4- etc.) , 
on aura les équations • 



ta 

ti’ 



* — in 
* — JÇ» 



<5 — fS e t c 

w ~~ tf > elc - » 



lesquelles seront en même nombre que les variables g, 4 , <P , etc. 

Or il est facile de voir que les quantités 5 , 4 , <b , etc. seront 
des fonctions de g, 4. , P, etc. et de leurs différentielles 
~ , etc. , et que ces différentielles ne seront autre chose que les 
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vitesses initiales que nous avons désignées ci-dessus par Ç, 4 > 
etc. , et qu'on pourra par conséquent déterminer par les équa- 
tions précédentes. 

Comme les quantités x, ÿ, z sont équivalentes à 
la quantité xfx *+• y S y ■+■ zSz pourra aussi s’exprimer par 

dxic 4 - d\iy + dih 

“3T » 

et il suit de ce que nous avons démontré ci-dessus (art. a) , que 
si dans la formule 



on substitue pour x, y, z leurs valeurs en 4> 9, etc., et qu’on 
y change ^ en £, dl en 4> Ÿi en ^ ’ etc > oaaura > par les dif- 
férences partielles relatives à j-, 4> 9> c tc., 



S=^, Ÿ = 



AT 



« 



etc. , 



• ’r dty 

et les équations pour déterminer f, 4? 9> etc. seront 

etc. , 



AT in 
— K 



Ai 



AT 



in 
'' H 



AT . 
dp' 



in 
: if ■ 



où l’on remarquera que ces inconnues n’y seront qu’au premier 
degré, puisqu’elles ne peuvent être qu’au second degré dans ia 
quantité T. 

Ainsi l’effet des impulsions instantanées et finies P, Q, R, cto. 

consistera à augmenter les différentielles ~ , etc. , des 

quantités £, 4» 9» etc., dans les expressions des constantes ar- 
bitraires du problème. 
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6. Pour appliquer cette théorie au cas des impulsions très-pe- 
tites et continuelles, on changera P, Q, R, etc. en Pdt, Qdt, ' 

Rdt, etc., ce qui changera J 1 fl en dtSQ , et les quantités 0, 4> 

<p , etc. deviendront très-petites du premier ordre ; les constantes 
arbitraires deviendront continuellement variables , et les quantités 

0 , 4 > <P> etc. seront les variations de jjj, etc. dans les ex- 

pressions de ces constantes ; de sorte que a étant une des cons- 
tantes devenues variables, on aura, en faisant =0', ^=4'» 

# = *', e ‘ c -> 

da *= 5 + ^ + +3^ * ■+■ etc - > 

les variables finies 0,4» ‘P > etc. ne recevant aucun changement} 

• • • • 
et il n’y aura plus qu’à substituer pour 0,4» V > etc. leurs va- 
leurs tirées des équations données ci-dessus; mais dans le cas pré- 
sent , ces équations peuvent être mises sous une forme plus simple, 
par la considération suivante. 

En regardant les variables 0, 4> P» etc., ainsi que les diffé- 
rentielles 0', 4', <p', etc. , comme fonctions des constantes arbi- 
traires a, b, c, etc. et du temps t, et désignant par / leurs 
vaiiations résultantes des variations de ces constantes , il est clair 
qu’on a 

cT0 = o, J4 = o, = o, etc., J0'=0, J4— 4» J'?— <P> etc., 

dT* dT 

et comme les différences partielles — -, — r-, etc. ne contiennent 

</| 

que les premières dimensions de 4/, p, etc., il est facile de 
voir qu’elles peuvent se réduire à cf.^, /.^v, etc., en regar- 
dant T comme fonction de 0', 4'» V't etc. Ainsi les équations dont 

U 
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il s’agit , deviendront 



* <iT fa « dT fc * HT te , 

*'W = 7t dt ’ d -d? = tï> dt ’ ctc -> 



et l’on aura 



da = ^ ^ + SP + etc. , 



où il faudra substituer les valeurs de Jç, J4> etc., tirées de 
ces équations. 

Si on change ensuite les différences partielles de fl relatives à 
S, 4, <p , etc., en différences partielles relatives aux constantes 
a, b, c, etc., on parviendra à des formules semblables à celles 
de l’article 6a de la Section précédente, dans lesquelles les coeffi- 
. | dtx éil 

cicns de —, jy, etc. auront la propriété d’être independans du 

temps f; mais la démonstration directe de cette propriété singu- 
lière devient très-dilficile , comme on peut le voir dans le beau 
Mémoire de M. Poisson sur ce sujet, inséré dans le tome YIU 
du Journal de l’École Polytechnique, et on ne se serait peut-être 
jamais avisé de la chercher , si on n’avait été assure d’avance de 
la vérité de ce théorème. 

Comme j’ai déjà donné dans la Section cinquième, une théorie 
complète des variations des constautes arbitraires, je ne m’y ar- 
rêterai plus ici ; j’ajouterai seulement deux remarques sur les for- 
mules de celle théorie. 



7. La première remarque est relative à la formule générale de 
Parliclc n de la Section citée, laquelle, en faisant, pour simplifier, 



d l' JW rn, r dT _y„ 

n r ~ 1 » .i. < — a , yy — 1 , 



etc., 



di r — * » V ‘ > w 
se réduit à 

a .adt— a ?/r •+• A4«fr' a ?/r" + etc. 

— <f;Ar — /4 a r' — /pAr" — etc. , 
Méc. anal. Tom. 11 . *4 



% 
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réduction préalable et qu’elles peuvent s’appliquer immédiatement , 
toutes les fois qu’on a l’expression de chaque variable en temps, 
dans laquelle les constantes arbitraires entrent d’une manière quel- 
conque; c’est par cette raison que j’ai cru devoir les redonner ici. 

•* *jr*î '**’ 

8. La seconde remarque porte sur l’étendue qu’on peut donner à 
ces formules, relativement à la nature des forces perturbatrices. 

y f * lt T 

Nous avons toujours suppose que ces forces étaient telles, qu’é- 
tant multipliées par les éléuiens de leur direction , la somme deve- 
nait intégrable, et pouvait être exprimée par une fonction des 
variables indépendantes que nous avons désignées par — Cl. 

Mais nous avons déjà remarqué dans l’article 6a de la Section 
précédente, que quelles qne soient les forces perturbatrices R , Q, 
P, etc., il suffit de faire 

^ ^ .W ‘ » 

— «f fl = R<fr -1- Q/q -(- Ptfp ri- etc. , 
en rapportant les différences partielles relatives à la caractéris- 
tique aux seules variables r, q, p, etc. 

En général il n’est pas nécessaire, pour fexactitude des for- 
mules des variations, que les forces perturbatrices que nous avons 

représentées par les différences partielles etc. soient 

en effet des différences partielles d’une même quantité. On peut 
supposer que ces forces soiertt exprimées par des quantités quel- 
conques, que nous désignerons par Cl', Cl", Cl" 1 , etc.; alors, au 
lieu de a. fl, dans les formules de l’article 11 de la Section V, 
on aura 



n'at ri- CÏ'a+ ri- fl'"w ri- etc., 
et l’équation de Farticle précédent deviendra 

Jlfc'AÇ -1- ft V[, -t- a"‘A<p ri- etc.) dt 
' — — T -f* A\j/cf V -f- ri- etc. 

— ^aT — J'+aT" — SçaT" — etc.; 



J* 



f* 
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d’où , en rapportant la caractéristique a à la constante arbitraire 

a, on aura egalement 

(»*+«'= + “'*+«'•)* 

[a, b]db ■+• [a, c]dc + [a, k]dk 4- etc., 

en regardant les variables Ç , 4 > <P > etc. comme fonctions de a, 

b, c, k, «te. 

La meme chose aura lieu pour les formules des articles i4 et 
18 de la même Section V, en mettant partout 

Cl 'd$* 4* O d$ 4" etc. 

à la place de dCl, et rapportant aux variables £ , 4 > etc. les 
différences partielles de Cl relatives aux constantes <t, (i, y, etc., 

A, f*, y, etc., ou a, 'b, c , k, etc. 

g. Enfin on peut faire abstraction des forces perturbatrices et 
ne considérer la fonction — Cl que comme une quantité qui, 
étant ajoutée à la fonction J' - due aux forces principales, produit 
les variations des constantes arbitraires dans les mouvemens qui 
résultent de ces forces. Et comme dans le calcul de ces variations 
il n’entre que les différences partielles de Cl relatives aux variables 
indépendantes % , 4 > 9 > etc. , il n’est pas nécessaire que la diffé- 
rentielle dCl soit une différentielle exacte ,. il suffit que les différen- 
tielles qu’elle contient soient elles-mêmes des différentielles exactes 
dont on puisse avoir les différences partielles par rapport aux va- 
riables £, 4 , <p, etc. 

Cette extension de nos formules, que nous avions déjà annoncée 
dans l’Avertissement du tome premier, peut être utile dans plu- 
sieurs problèmes où les forces perturbatrices ne seraient pas seu- 
lement fonctions des variables indépendantes §, 4) <P> etc., mais 0 
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aussi de leurs différentielles -j*, etc., et du temps t. Par 

exemple, si, apres avoir résolu un problème de Mécanique dans le 
vide, on voulait avoir égard à la résistance d’un milieu, comme 
nous l’avons fait , à l’égard des planètes , dans la Section précédente. 

Mais la môme extension ne peut pas avoir lieu à l’égard des 
forces principales qui entrent dans les équations différentielles dont 
l’intégration introduit les constantes arbitraires. Ces forces, multi- 
pliées chacune par l’élément de sa direction, doivent toujours 
former une quantité intégrable que nous avons désignée par y 
(art. 9, Sect. IV), et qui doit être une fonction des variables iudé- 
pendantes sans leurs différentielles ; autrement la réduction de ccS 
équations à la forme de l’article a de la Section V n’aurait pas lieu, 
et l’analjse du $ I de cette même Section cesserait d’être exacte. 
Rien n’empêche cependant que les expressions de ces forces ne 
contiennent le temps t \ car comme la quantité y disparaît dans 
les différentielles partielles de Z — T — y, relatives à 4 ^ 
tp', etc., le résultat final de l’article 7 aura toujours lieu, parce 
qu’il se trouve indépendant de y Mais il cesserait d’avoir lieu si 
celte quantité était fonction de £, 4 , <p, etc., et de £', 4 ', q>\ etc. 

Nous allons maintenant résoudre quelques problèmes particuliers. 

CHAPITRE II. 

Du mouvement d’un corps sur une. surface ou ligne donnée. 

10. Quand on ne considère qu’un corps isolé, on peut faire 
abstraction de sa masse, ou la supposer égale à 1 ; et l’on a, comme 
dans l’article 3 de la Section précédente, 

T = fy=Rfr+ Qfq -f- P$p 4. etc. 

L’équation de la surface donnera s en fonction de x et j, on 



J 9o 

aura ainsi 



MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 



**=* + $** 



et les variables x et y étant regardées comme indépendantes , 
chacune d’elles donnera une équation de la forme 

, f T fT , fV 

d 'tTc 7ÙT + >T = 0 - * 

Le ternie^- de T donne sur-le-champ le terme qui est 
censé fonction de x, y et de dx, dy , donnera d’abord ces deux-ci: 

*•"( dx^) f.dz' d* « » . fz f.dz % 

âdxdt'f OT S est la mcmC ch0SC f l Ue II’ Ct ütx 

est iiidz ou ■ doue les deux termes dont il s’agit se rédui- 

iX i'X 3 ° 

ront à ; ainsi l’équation relative à x sera 

d‘x d‘z fz , fv 

SF + dF X 3* + J* — °» 

et l’on aura pareillement, pour rapport à y : 

dy , tfz tz . iV 
rfi‘+JF x Ç + Ç =a 

Si le corps était contraint do se mouvoir sur une ligne donnée, 
alors y et z seraient fonction de x ; le terme de T donnerait 
d (d 

les termes ---jy— — > lesquels se réduiraient de la même 

manière à x ; de même le terme donnerait ^ x 
ct l’on aurait, relativement à x, qui est la seule variable, l’équation 

d*x d'y ïy , d'z 

7F+df‘ x K + à* x ÏÏ+ EF — °- 
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On voit par l’analyse précédente, que tout terme de la quan- 
tité Tqui sera de la forme k ^r, z étant une fonction donnée de 
deux autres variables a: et y, donnera 



, ir tr , d'z tz 

d ’tdx Jv — di‘ x Jv > 



' dt‘ 
d’z 



tx‘ 

tz 



J tT tT .. _ . 
d tdy — 7} — S *3F X tÿ 

♦r 

réductions qui peuvent être utiles dans plusieurs occasions. 

' . » % 
n. Si au lieu des coordonnées rectangles x,y, z, on voulait 
employer, pour la surface, un rayon r avec deux angles p et 4 > 
comme dans l’article 4 de la Section précédente, on aurait 

* ' J* 

_ + COi 

J a dl‘ ’ 

où r serait donné en fonction de 4 et <P, par la nature de la 
surface, et l’on aurait, relativement à 4 et <p, deux équations de 
la forme * 



tT tT 



iV 



\ ** « r 

Le terme ^ de T donnerait relativement à 4 > et 5pX 

relativement à ^ , et l’on aurait ces deux équations 
» l*d^ , r* sin4" cos-tdf* . d*r Ir IF 



dt % 1 d(* 

f'cot’l-'df d'i 

~dï' *" dt' 



d :- — Z — + üf. x 12 +r =°i 



*- 3 F x Âf + ï 4 r= 0 > 

j y ? > 



que les méthodes ordinaires ne donneraient qu’à l’aide de plusieurs 
réductions. 



îa. Il est bon de remarquer que l’équation T+ V—ll, quia 



iç>i MÉCANIQUE ANALYTIQUE, 

toujours lien lorsque le corps u’est animé que par des forces pro- 
portionnelles à des fonctions de leurs distances aux centres, donne 
tout de suite la vitesse du corps dans un point quelconque de la 
courbe qu’il décrit. Car u étant la vitesse et 4 l’espace décrit, 

on a u = j t — ; donc T = et par conséquent 

w =Va(Ef— n-, , 

de sorte que V étant une fonction finie des coordonnées, la vi- 
tesse ne dépendra que de la position du corps dans l’espace. 

Si le corps n’est animé par aucune force accélératrice, on a = 0 , 
et la vitesse devient constante. Dans ce cas , comme nous avons 
démontré en général que la formule fuds est toujours un maximum 
ou un minimum dans des limites données (Se,ct. III , art. 5g), la 
quantité fds , ou 4 , c’est-à-dire, la longueur de la courbe décrite 
par le corps, sera elle-même un maximum ou un minimum ; et 
il est évident qu’elle ne peut être qu’un minimum , parce que le 
maximum n’a point lieu. D’où résulte le théorème connu , qu’un 
corps projeté sur une surface quelconque, y décrit toujours la 
ligne la plus courte entre des points donnés. 

i3. Mais dans la solution de ces problèmes, il est souvent plus 
simple de regarder toutes les coordonnées comme des variables 
indépendantes , et d’employer les équations de la surface ou de la 
ligne donnée comme des équations de condition qui , étant repré- 
sentées par L=o, M=o, donneront simplement pour chaque 
variable les termes XJL, fiJ'M à ajouter à les coefliciens 
A, fi étant indéterminés et devant être éliminés. 

Or, de ce que nous avons démontré dans l’article 5 de la qua- 
trième Section de la première Partie, il s’ensuit que chaque terme 

comme 
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comme peut représenter le moment d'une force égale à 



V(swfy+(S/. 

et agissant perpendiculairement à la surface dont l’équation est 
dL = o; par conséquent cette force ne pourra être que celle qui 
vient de la résistance que la surface oppose au corps, et qui est 
égale à la pression que le corps exerce sur la surface. 

Ainsi le coefficient A servira à déterminer la pression du corps 
sur la surface donnée par 1 équation L— o; et si le corps est mu 
sur une ligne donnée, en la regardant comme produite par l'inter- 
section de deux surfaces représentées par les équations L = o, 
31= o, les deux coelficiens A et p serviront à déterminer les pres- 
sions que le corps exerce sur cette ligne, perpendiculairement aux 
deux surfaces. 



i4. En général, on peut assimiler le terme A<f L au terme «f V-, 
et comme cT V = Rlr -f- Qlq 4- etc., R, Q, etc. étant les forces 
qui agissent suivant les lignes r, q, etc., et qui tendent à les 
raccourcir; si L est fonction des coordonnées Ç , 4> p, on aura 

et les termes A ~ , A^, A exprimeront les force^mii ré- 
sultent de la résistance de la surface dont l’équation sui- 

vant les directions des coordonnées £ , 4 > 9 > et qui tendent à 
diminuer ces coordonnées. 

Si l’équation de la surface était % = a, a étant une constante, 
ce qu’on peut toujours obtenir par le choix des coordonnées , on 

aurait L =$; — a, ^'= î, ^ = o, ^'=o, et l’équation relative 
Née. anal. Tome II. . a5 



i 9 4 mécanique analytique. 

à £ (art. 5) serait , 



les équations relatives aux deux autres variables ne recevant 
aucun changement. Ainsi on aura tout de suite la pression A du 
corps sur la surface, en faisant , dans la valeur de A, 

. J-r , JT ÏV 
A d -Wi î’ 

Ç = a , et d* = o. 

Comme l’application de nos formules générales n’est sujette à 
aucune difliculté , nous nous contenterons de donner un ou deux 
exemples. 

$ i. 

Des oscillations d’un pendule simple de longueur donnée. 

i5. Nous prendrons l’origine des coordonnées dans le point de 
suspension du pendule , et nous supposerons les ordonnées z ver- 
ticales et dirigées de haut en bas; mais à la place des coordon- 
nées rectangles x , y, z, nous prendrons un rayon r qui sera la 
longueur du pendule avec deux angles 4 et <p , dont le premier 
sera l’inclinaison du pendule à la verticale, et le second sera l’angle 
que le pendule décrit en tournant autour de la verticale. On 
aura 

x = rsin4cos<p, y = rsin4simp, z = rcos4, 
et la quantité T deviendra , à cause de r constant , 

rp r(’in + <4’) 

adl * 



Il est bon d’observer que l’angle 4 9 UC nous employons ici 
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est le complément à 90% de l’angle 4 que nous avons employé 
jusqu’ici, et qui représentait l’inclinaison du rayon r sur le plan 
horizontal, au lieu qu’ici il représente son inclinaison à la ver- 
ticale. 



La force R tendante au centre des rayons r sera nulle; la force 
Q pourra être prise pour la gravité , que nous désignerons 
par g; et comme elle doit agir parallèlement à l’ordonnée z, et 
pour augmenter celte ordonnée , au lieu que la force Q est censée 
agir pour diminuer la distance q-, il faudra faire dq — — dz 
= — c/.rsin4, en supposant le centre de cette force éloigné à 
l’infini; ainsi on aura simplement — gd'.rcos4=grsin4J'4- 
Les équations relatives à 4 ct 9 deviendront donc, en les di- 
visant par r* , 



d^' 

1F~ 



sin^cot^* . c . * 

-^ - ? +*-8in4==o t 



dt* 



La seconde de ces équations a pour intégrale 

sin 4- 'd<p 

dt — 



et la valeur de t/f tirée de celle-ci étant substituée dans la pre- 
mière, elle devient 



d' 4 - 
dr 



C* cosij/ 



S sin4 = o, 



dont l’intégrale, après l’avoir multipliée par ac/4, est 



dY 

1F 



O 

sia 



— a 5. cos 4 = E , 



C et £ étant deux constantes qui dépendent de l’état initial. 
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Celte dernière intégrale donne lout de suite 



Jt — 



sin 



\f( K + a t co» 4^ sin v : — C* 



et comme on a par la première dp = 



Cdl 

fin 



on aura 



dp = 



Cd-p 



lin 4 \J (^E + -y co» 4^ »>n 4* — C* 



équations séparées , mais dont les seconds membres ne sont in- 
tégrables que par la rectification des sections coniques. 

L’équation en t et 4. donnera le temps que le pendule emploie 
à parcourir verticalement l’angle 4; et l’équation en 4 et 4 don- 
nera la courbe décrite par le corps qui forme le pendule, laquelle 
sera une espèce de spirale sphérique. Si on fait rsii>4 = p, on 
aura une équation qui sera celle'dc la projection de cette spirale sur 
le plan horizontal, entre le rayon vecteur p et l’angle p décrit par 
ce rayon autour de la verticale. 



16. Si on égale à zéro la quantité sous le signe, on a l’équation 



Çe cos4 )sin4‘ — C* = o, 

laquelle donnera les plus grandes et les plus petites valeurs de 
l’angle d’inclinaison 4- Cette équation, à cause de sin4“=i — cos 4% 
est du troisième degré , relativement à l’inconnue sin 4 ; elle aura 
donc une racine réelle; mais il est facile de voir, par la nature 
du problème, qu’il ne peut y avoir un maximum de 4, sans 
qu’il y ait en même temps un minimum, et vice versa ; d’où il 
suit que les trois racines seront nécessairement réelles, dont deux 
donneront un maximum et la troisième un minimum. 
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Désignons par a. et /3 la plus grande et la plus petite valeur de 
4, ôn aura les deux équations 



( E -f- ~ cos cÿ sin a‘ — C* = o , 
( E 4- ^ cos sin jS* — C* = o , 



lesquelles donnent 



E = 



C‘ = 



3g(co» « »in «* — cos $ sin 4*) 
r(éin />' — sin*’) 1 
ag sin*’ sin /^(cos * — cos /9) 
r(sin — sin *‘) 



expressions qui se réduisent à celles-ci, plus simples, 



E 



a g( 1 — cos «* — cos fi* — cos fl) 
r( cos « -f" cos fi) 



ag sin «* sin s x 
r(cos« -f" cos fi)' 



On substituera ces valeurs dans l’équation en cos4> laquelle, 
en changeant les signes , est de la forme 

^ cos4 5 4- 25cos4* — — cos44* C* — E = o, 



et, par la nature des équations, son premier membre deviendra 

— (cos4 — cosa)(cos4— cos^)^cos44-cos!t4-cos/S4- , 

cette quantité , prise avec le signe —, sera identique avec la 
quantité qui est sous le signe dans les deux dernières équations 
de l’article précédent. 

Or on a, en réduisant, 



. n i F.r I+C05«C0»y> 

cos* 4- cos» 4 = — 1 — ^ ; 

ag co!« + cosia » 



, g s MÉCANIQUE ANALYTIQUE, 

donc la quantité dont il s’agit sera 

„„ . -J- cos«co#(S\ 

— f (cos4— cos*)(qps+— cos,S) (cos4 + ■ c ' os . + co S y / 



17. Supposons maintenant 

cos 4 = cos*sinff*-f- cos^cos**; 

il est clair que la valeur /3 de 4, qui est supposée la plus petite, 
répondra à s=o, air, 4ir, etc., et que la valeur a, qui est la 

plus grande, répondra à s = ^, etc., « étant langle de 

deux droits. On aura ainsi 



cos 4 — cos* = (cosjS — cos») cos s-*, 
cos 4 — cos /3 = (cos a — cos/ 3 ) sin a ‘ , 



cos 4 



I - f- C08« CO«)3 

co»« + cos4 

1 -f-a cos «cos (3 • 



■ cos «* sin r’ 4- cos /S* cos r* _ 

* 



cos« -f- cos fi 



d’ailleurs on a 



sin 4 d4 = — • cos 4 = a(cos /3 — cos *) sin <r cos <r ; 
donc faisant ces substitutions dans l’équation différentielle en t et 
s de l’article précédent , clic deviendra 



*dt = 



adr V^ cos « "p cos fi 



— ( 1 -P acOS«CO!>/3 -f" CO^sinr* -f-COf>S a Cü»^’) 



et faisant, pour abréger, 

COS M -f“ cos $ 

* a •+- 4co^« cos/8 -J- coa** -f- cos/î 1 ' 

2 = \A ■+■ n (cos/ 3 — cos*) cosar; 



elle se réduira à 
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Ensuite on aura 

Cdt . /as . . sin « tin fi 



>99 



X — - • 
^ sini* 



dp = 1/^= X 

smy V r y/ cos* -f- co.M 

*t/a sin* sinjS / d<r dr \ 

V/cos« + co9/3 \ (* +cos\J») S (i — cos$) 2 / ’ 

où il faudra substituer pour cos 4 sa valeur en cos as-, 



cos 4 = i (cos a -f- cos,fi) -+- j(cos/3 — cos a*) cos a*. 

En intégrant ces équations depuis <r = o jusqu'à er = ',onaura 

le temps et l’angle de rotation compris entre le point le plus bas 
où l’inclinaison du pendule à la verticale est /3, et le point le plus 
haut où l’inclinaison est a ; mais ces intégrations dépendent en gé- 
néral de la rectification des sections coniques. Si la valeur de tp 
comprise entre ces deux limites de s est coinmensurable avec tt, 
la spirale décrite par le pendule reviendra sur elle-même après 
un certain nombre de spires; mais si elle est incommensurable, 
la spirale fera une infinité de révolutions différentes. 



18 . Lorsque le pendule ne fera, en hauteur, que des excursions 
assez petites, de manière que les angles act/3 difièrent peu entr'eux, 
la différence cosjS — cos a sera, elle-même, assez petite pour que 
le radical X puisse se réduire en une série convergente. 

Supposons 

x(cos/3_cos tt ) = sin3 > = I ^f^, 
la fonction 2 deviendra 

X = cos y \A + tan g y * -f* a tangy x cos ar. 

La fonction irrationnelle 



(î tang y' -f- atangj. x cos a?) - ‘ 



a oo MÉCANIQUE ANALYTIQUE, 

peut se réduire en une série de la forme 



A + B cos a t -+- Ccos 4 o- + D cos 6 7 -f- etc. , 



dans laquelle on aura , en faisant dans les dernières formules de 
l’article y 8 de la Section précédente , p = 2J, a'=\fd'— — tang y, 



n = 

a ’ 



n = 



1.3 

M’ 



etc 

a. 4. b’ ’ 



A = ï -f- 7i*tang>* -+• /i'*tang> 4 -f- n"* tangj, 1 + etc., 
B = — a^langj. -1- «n'tangj. 5 + «'«"tangj.® + etc.), 

C = a(n'tang>* 4- /ï/i''tang> 4 -f- n"«'"tang>* + etc.), 
etc. 



On aura donc en substituant 



dt = X £- y (A + B cos 2 7 + Ccos 4 <r + etc.)efr, 

et en intégrant de manière que l’intégrale commence où 7=0, 

t = y/jj: X ~~ (AS+ i B sin 27 ■+■ j Csin ia- ■+• etc.). 

En faisant 7= on aura le temps depuis le point le plus fiaut 
jusqu’au point le plus bas , lequel étant nommé T, on aura 




Si on dénote par T, T', etc. les valeurs de t qui répondent 

3jt 5sr » 

à s-—, —, etc., on aura T = ôT, T' = 5 T, etc., d’ou l’on 

voit que le pendule remontera toujours à la même hauteur au 
bout d’un temps égal à 2 T, qui sera par conséquent en temps la 
durée d’une oscillatiou. 

J 9* 
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îg. On peut avoir de la même manière l’angle $ correspondant ; 
pour cela on fera 



COS fi COS * 

a -f- cos • -f-cos/3 

COS/9 COB a* 

a — cos» — cos fi 



= sin , 



et on aura 



1 ■+■ co! 4* (a + cos « + cos/3) cos^.*(i -f- tang^»* -f- atang^< cos a»-) * 

i a 

7— coïT " (a — cos« — cos/3) cos » J ( i -f- tang >* — atang . cosar)' 

Si dans les mêmes formules de l’article g8 (Scct. VII) on fait 
n — î , on a n' = î , n"= î , etc. ; donc 

(î + tangua* -f-atangitt cosasr) - ' = (A) -h (B) cosaf 

4- (C) cos 4 s- 4- (D) cos 6s- 4- etc. , 

OÙ 

(A) — î + tang fj.' 4- tang/* 4 + tang/* 5 4- etc. 

1 

"™* i — tang /«“ 9 

(j B) = — atang/*(i -f- tang /et* -f- tang/* 4 -f- etc.) 

a tang f* 

1 — tang f** 9 

(C) = a tang/*‘ (î 4- tang/** + tang/* 4 -f- etc.) 
a tang /s* 
î — tang (** ’ 

etc. 

Ainsi on aura 

(î -f- tang/** + 3 tang/* cos 2 s )-. 1 — ■■ t ‘ (i — atang/*cosav 
4- a tang/** cos iv — a tang/* 3 cos Sa - -f- etc.). 

Si on multiplie cette série par la suivante 

% 

A -4- B cos as 4* Ccosis- + etc., 

Mcc. anal. Tom. II. afî 
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le produit sera de nouveau de la forme 

A' + B 1 cos ai t C cos4< r 4 - etc. , 

et l’on aura 

A — B tang /* 4- Ctang/»* — Otamg/* 3 4- etc- 

ta ”g /* 

On aura ainsi 



(i-t-cos'f)ï (a +• cos« + coiÆ) cos/** cosy 

X {^4'+ jB'cos atr -4- C'cos 4a 4- etc.). 

On trouvera de même 



(l COS+Jï (* CO»« cos j8) co* >* cosy 

X (^’'+fi"cos üt + C"cos4ir4- etc.) , 
où l’on aura, en changeant f* en — r, 

A + B tang r -+- C tang .* + D tang > 5 + etc. ■ 

» 4- tang.* 

Faisant ces substitutions dans la valeur de de de l’article 4 , 
et intégrant de manière que <p soit =o lorsque £r=o, on aura 

r\/a sin « »in>3 / a A' s 4 c0 * ’ xr ~t~ ~ C eps^r -4- etc. 

^ V/com*4-cÔ» 3 \ (a+co«* + cos ,3) cos/*’ cos y 

. , aA"s -f- B"co»ar 4-4 C* cos^ir 4 etc. 



> 



(a — cos « — • cos fi) cos » a cos y 
En faisant er = ^ , on aura l’angle compris entre les plans qui 

passent par la verticale et par les points le plus bas et le plus 
haut de la courbe décrite par le pendule; et cet angle étant 
nommé <t>, on aura 

^ y/t'r y/a sin « sin 

t/ cos «-f-cos/3X(a+cos»-f-co« |8)cos cos y 
*A"r\/î sin « sin/3 * 

V^cos « q- coa /S x C a — cos«— cosi*) co»»*cos y 
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Comme tous les points les plus hauts, ou les sommets de la 
courbe , répondent à j = etc. , si on dénote par <t>', 

Sr 

®'', etc. les valeurs de < p pour s = — , —, etc. , on aura ®' = 3® , 

®'' = 5®, etc. Ainsi l’angle compris entre deux sommets consé- 
cutifs , et répondant à une oscillation entière du pendule , sera 
égal à a®. 



ao. En supposant les angles a et $ très-petits du premier ordre , 
la quantité cos /3 — cos a sera très-petite du second, par consé- 
quent l’angle y sera aussi très-petit du second ordre ; donc en ne 
négligeant que les quantités très-petites du quatrième ordre , on 
aura cos>=;i; donc 



T= air \/ix v/ 



COS» ■+■ COS fi 

a -4" 4 cos/S -f- cos»* co»fi ê y 



et 3 T sera , aux quantités du quatrième ordre près, le temps de 
l’oscillation entière. 

Si on néglige les quantités du second ordre , celte expression se 
réduit à ir ; c’est l’expression connue pour la durée des os- 
cillations très-petites d’un pendule dont la longueur est r, et où 
l’on peut faire g= x ; mais l’analyse précédente fait voir que cette 
durée est la même, quelles que soient les oscillations, soit qu’elles 
se fassent dans un plan vertical , soit que le pendule ait en mémo 
temps un mouvement de rotation autour de la verticale. 

En conservant les quantités du second ordre , on peut simpli- 
fier la formule précédente, en mettant pour cos a et cos/3 leurs 

valeurs approchées, au quatrième ordre près , î — — , î — et 

en négligeant toujours les termes du quatrième ordre, on aura 
pour la durée des oscillations très- petites, au quatrième ordre près, 



30. j 

l’expression 
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VH- 



«*-m* 



> 



21 . Lorsque l’angle /3, qui répond au point le plus bas, est nul, 
le pendule reprend toujours la situation verticale , et les oscilla- 
tions se font dans le plan vertical; car eu Élisant /3 = o, on voit, 
par la formule de l’article 5 , que l’angle tp est nul; c’est le cas 
que l’on considère ordinairement, et qui a lieu toutes les fois 
qu’après avoir éloigné le pendule de la verticale par l’angle « , on le 
laisse retomber sans lui donner aucune impulsion ; mais pour peu 
que le pendule reçoive une impulsion dans une direction qui ne 
surpasse pas la verticale, il fera des oscillations en forme de mou- 
vement conique, et l’angle /3 ne sera pas nul. 

Dans ce cas, si on suppose aussi que les angles a et /3 soient 
très-petits, et qu’on néglige dans une première approximation 
les quantités très-petites du second ordre, on aura r=j,j.=o, 

, # m * 5 * 

A = î , Z? = o, C— o, etc., o, s in 2 * = ■ ~ , A' — î , 

A!' = — — - — - = cos v* : donc 
i -f- tan g •* ’ 



<t> 



-* + P ’ 



et a® sera l’angle à la verticale compris entre deux sommets 
consécutifs de la courbe. Donc si le rapport de a/3 à «.*-1-/3* est 
rationnel, l’angle a® aura un rapport de nombre à nombre à l’angle 
7r de -deux droits , et la courbe décrite par le pendule , ne sera 
formée que d’un certain nombre de spires qui reviendront les 
mêmes; dans le cas contraire, la courbe sera une espèce de spi- 
rale continue ; mais ces conclusions ne sont qu’approchées, et pour 
avoir des résultats plus exacts, il faudra pousser l’approximation 
plus loin , au moyen des séries que nous avons données. 

Ce problème a été résolu anciennement par Clairaut, dans les 
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Mémoires de l’Academie des Sciences, de l’année 1755, mais d’une 
manière moins complète, et les résultats approchés que nous ve- 
nons de trouver s’accordent avec les siens, en faisant / 3 =o dans 
l’expression de T, et / 3 =<x dans celle de <ï>. 



aa. Les formules précédentes ont lieu tant que l’angle a diffère 
de l’angle / 3 , parce que, quelque petite que soit leur différence, 
il j a toujours un maximum et un minimum dans les excur- 
sions verticales du pendule; mais si l’on a rigoureusement <*=/ 3 , 
il n’y a plus de maximum ni de minimum , le pendule forme 
toujours le même angle a. avec la verticale, et par conséquent il 
décrira, dans son mouvement, un cône à base circulaire. 

Celte supposition est possible, parce qu’alors (articles 16 et 17) 
la quantité qui est sous le radical, dans la valeur de dt a deux 
facteurs égaux cos 4 — cos«; de sorte que par la théorie exposée 
dans l’article 81 de la Section précédente, on pourra toujours faire 
cos 4 = cos a; c’est le cas des oscillations coniques qu’Huyghens 
a considérées le premier. 

Dans ce cas, l’équation 

dp = 4 ^ = \ / — dt (art. 4 ) 

T smij'* V rcoa« ' ' 

donnera 




de sorte que le temps d'une révolution entière du pendule sera 
exprimé par 27 r y/—-. 

Pour que ce cas ait lieu, il faut donc que le pendule reçoive une 
vitesse angulaire de rotation, autour de la verticale, exprimée par 

-j- = \J , laquelle ne dépend que de la hauteur du cône 
qu’il décrit. 
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u3. Si le pendule était mu dans un milieu résistant comme le 
carré de la vitesse , et dont la densité fût exprimée par T, il fau- 
drait, pour avoir les équations de son mouvement, à £V ajouter 
les termes (art. a) 

en retenant l’expression de T de l’article 1 1 , dans laquelle r est 
constant. 

Ainsi on aura à ajouter au premier membre de la première 
des équations différentielles de cet article, .le terme , et au 

premier membre de la seconde , le terme 1 

Par l'addition de ces termes, les équations qui étaient inté- 
grables cesseront de l’être ; mais lorsque la résistance est très- 
petito à l’egard de la force de la gravité, ce qui a lieu dans les 
mouvemens lents des corps dan# l’air , on peut résoudre ces équa- 
tions par approximation , en substituant dans les termes dus à la 
résistance , les valeurs de 4 ct 9 en t, qui ont lieu dans le vide , 
et en cherchant les petites quantités que ces termes tout connus 
ajouteront à ces mêmes valeurs. 

Les deux équations dont il s’agit seront 

rt‘4' si n 4- , e • i . rdsti-i/ 

W 3? + ^sin4+-^=o, 

d. (ain 'ÿdfi) , r sin tydsdç 

d? 1 3? — °' 

La seconde étant divisée par , et ensuite intégrée, donne 

«inj-'f/a ri~ u 

di — # 

i étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est i. 
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Ensuite , la première étant multipliée par a t/4 et ajoutée à la 
seconde, multipliée par at If , donne l’intégrale 



-4- 

<ÏF 



9 * Cf* ^ 

r 




ik cause de r* (t/4* + sin4‘t/<P’) = ds‘. 

Ainsi on aura les mêmes équations différentielles en t, 9 et 4 
qu’on a trouvées dans l’article 11, en y substituant Ci~ r ‘ à la 

place de C, et £ — —■ '•J'-gp ds à la place de £; de sorte que l’effet 

de la résistance se réduira à fitire varier ces constantes dans la 
solution générale donnée plus haut, art. i5, où nous n’avons 
point eu égard à la résistance , et où les relations entre les va- 
riables 4, <p et t, doivent se déduire des équations 



nnÿdç „ 
dt — 



d4-' . O 

dt * binsf* 



a - cos 4 —E. 
r ~ 



Si donc on regarde la quantité C et E comme variables, on aura 



dC = TCds , 

ar rfj* 



et 



àE = — £ x % dr = — " (E ■+■ ^ cos4) ds , 



simj. \ / (e-\- — coi 4A 

ds = </4. 

y (e ^ cos — C* 



Lorsque le pendule ne fait que des oscillations verticales, on a 
C = o, et par conséquent ds = c/4 ; l’équatien en E devient alors 

ï± 

intégrable , étant multipliée par i r " , l’intégrale est 



£/> = (£) — 



ar r 

r*J 



sT£ 

i r ‘ cos4</4 , 
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(E) étant une constante arbitraire qui remplace la constante E, 
devenue variable. Or on trouvera, par des intégrations par 
parties, 

ït 



r rLL 

I i r ' cos 4 c/4 = 

donc on aura 

_££ 

E = (E)i '• - 



* + 



4r» 



-4 r 



- ^sin4 — ~ cas 4) ; 



c’est la valeur qu’il faudra substituer à la place de E dans l’équa- 
tion différentielle qui donne la valeur de t en 4 » et eu supposant 
le coefficient T très-petit, on aura facilement l’altération produite 
«Luis la valeur du temps t par la résistance du milieu. 



a4. Dans le cas du pendule, en prenant, comme nous venons 
de le faire, r, <p, 4 pour les trois coordonnées, on a l’équation 
r=a, a étant la longueur donnée du pendule; donc, par l’ar- 
ticle i4 , en changeant £ en r, on aura tout de suite la valeur de 
A qui exprimera la force avec laquelle le fil qui retient le corps 
sur la surface sphérique est tendu. 

Cette force sera donc exprimée par 

ir , sr sr 
>7 — d -Wr—-f7’ 

en substituant pour T et V leurs valeurs complètes 

T = z= — grcos4 , 

et faisant ensuite r constant. On aura ainsi 



ST _ ST rW + , mW) SV _ , . 

fdï — °» Tr"— 37 » >7 — — cos 4 . , 



Sr 



di 



Sr 



et par conséquent 



A = 



dt‘ 



. 1 aT r 

+ gcos4= T — j, 
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où l’on remarquera que aT'= u* (art. la); de sorte que la tension 
du fil qui forme le pendule, sera exprimée par — + g cos 4- 

Quand le pendule se meut dans le vide, ou a, par le même 
article , c étant la vitesse lorsque 4 = 0, 

u‘ = a (H — y) = c* — agr(i — cos4); 

f t 

et la tension , désignée par A aura pour valeur 
A = 7 — g(a— 3cos4). 



a 5 . Nous avons supposé jusqu’ici la longueur du pendule inva- 
riable ; mais si cette longueur variait d’un moment à l’autre , sui- 
vant une loi connue, ensorte que r fût une fonction donnée de f, 
il faudrait alors supposer r variable dans les équations différen- 
tielles; mais on aurait également J'r=o, comme dans le cas de r 
constant; ainsi on poserait les équations 



rji r*(sin 4- , 'V + «ty*) + dr‘ 

J. _ -g- , 



y = — grcos4, 



l’équation relative à r n’aurait pas lieu, mais les deux autres de- 
viendraient 



d . r* sin \t cos dda‘ . . , 

V-"~- + s r 310 4 






d - -HT- = °- 



Enfin si le fil qui soutient le corps était élastique et extensible, 
en nommant Fia force avec laquelle le fil tend à se raccourcir , 
et qui ne peut être qu’une fonction de r, il 11’y aurait qu’à ajouter 
FSr à <f F, et l’on aurait, pour Péqualion relative à r. 



rfv 

de 



r (»in iWÿ' • 

dë 



■ + F — g COs 4 = °> 



les deux autres demeurant les memes ; et dans ce cas on aurait 
toujours l’intégrale T+ y=.H, où y~ f Fdr — gr cos 4 - 
Mêc. anal. Tom. II. 27 
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5 II. 



Du mouvement d’un corps pesant sur une surface quelconque 



de révolution. 



26. L’axe de révolution étant pris dans l’axe des z , si on fait 
je = p cos p, y = psin<p, z sera l’abscisse et p l’ordonnée de la 
courbe, qui, par sa révolution autour de l’axe des abscisses, 
forme le solide proposé. Ainsi on aura une équation entre z et p , 
par laquelle z sera une fonction donnée de p. 

Si maintenant on suppose l’axe des z vertical , et les ordonnées 
z dirigées de haut en bas, on aura 

1 — 2 dt‘ » ' S 2 ’ 



et prenant p et <p pour les deux variables indépendantes, on aura 
tout de suite (art. 11), les deux équations relatives à ces variables 



«*V 1 / 

ST‘ dt' ' \dt‘ &) 7 f 






Si l’axe des z n’était pas verLical, mais incliné à la verticale de 
l’angle a, la valeur de T demeurerait la même, mais celle de y 
deviendrait — g(zcos* — xsina) ; de sorte qu’il n’y aurait qu’à 
changer dans la première équation g en g ces a, et ajouter à son 
premier membre le terme gsiuacosÿ, et ajouter aussi au pre- 
mier membre de la seconde le terme gsinasinp. 

En général , quelque changement qu’on lasse à la position de la 
surface ou de la ligne sur laquelle le corps se meut, la valeur 
de T d’où naissent les termes diflérenliels de l’équation ne change 
pas; il n’y a que celle de A 7 " qui dépend de la position de la sur- 
face ou de la ligne. 
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NEUVIÈME SECTION. 

Sur le mouvement de rotation. 

L’importance et la difficulté de cette question m’engagent à y 
destiner une Section à part, et à la traiter à fond. Je donnerai 
d’abord les formules les plus générales , et en même temps le» 
plus simples pour représenter le mouvement de rotation d’un corp# 
ou d’un système de corps autour d’un point. Je déduirai ensuite 
de ces formules, par les méthodes de la Section quatrième, le# 
équations nécessaires pour déterminer le mouvement de rotation 
d’un système de corps animés par des forces quelconques. Enfin 
je donnerai differentes applications de ces équations. 

Quoique ce sujet ait déjà été traité par plusieurs géomètres , la 
théorie que nous allons en donner, n’en sera pas moins utile. 
D’un côté elle fournira de nouveaux moyens de résoudre le pro- 
blème célèbre de la rotation des corps de figure quelconque; de 
l'autre elle servira à rapprocher et réunir sous un même point de 
vuc,Jes solutions qu’on a déjà données de ce problème, et qui 
sont toutes fondées sur des principes différons, et présentées sous 
diverses formes. Ces sortes de rapprochemens sont toujours ins- 
tructifs, et ne peuvent qu’être très -utiles aux progrès de l’aualyse; 
on peut même dire qn’ils lui sont nécessaires dans l’état où elle est 
aujourd’hui; car à mesure que cette science s’étend et s’enrichit 
de nouvelles méthodes, elle devient aussi plus compliquée; et 
on ne saurait la simplifier qu’en généralisant et réduisant, tout-à- 
la-lbis, les méthodes qui peuvent être susceptibles de ccs avantagea. 
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CHAPITRE PREMIER. 



Sur la rotation d’un système quelconque de corps. 



5 I- 



Formules générales relatives au mouvement de rotation. 



Les formules différentielles trouvées dans la première Partie , 
pour exprimer les variations que peuvent recevoir les coordonnées 
d'un système quelconque de points, dont les distances sont sup- 
posées invariables, s’appliquent naturellement à la recherche dont 
il s’agit ici. Car cette supposition ne fait qu’anéantir les tenues 
qui résulteraient des variations des distances entre les différons 
points; ensortc que les termes restans expriment ce que dans le 
mouvement du système, il y a de général et de commun à tous 
les points , abstraction faite de leurs mouvemens relatifs ; or c’est 
précisément ce mouvement commun et absolu que noua nous pro- 
posons ici d’examiner. 

* s» _ . 

i. Reprenons les formules de l’article 55 de la cinquième Sec» 
tion, que nous avons trouvées par une analyse directe fondée 
uniquement sur la supposition que les points du système con- 
servent entr’eux les mêmes distances. En y changeant la caracté- 
ristique /en d , on aura pour le mouvement absolu du système, 
ces trois équations 

dx = dx -f- zdM — ydN, 
dy — dp. 4- xdN — zdL, 
dz = dr -f- ydL xdM , 

dans lesquelles x, y, z représentent, à l’ordinaire, les coordonnées 
de chaque point du système par rapport à trois axes fixes et per- 
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pendiculaires entr’eux, et où dx , dp, d> , dL, dM, dN sont 
des quantités indéterminées, les mêmes pour tous les points, et 
qui ne dépendent que du mouvement du système en général. 

Soient maintenant x', y’, z', les coordonnées pour un point dé- 
terminé du système , on aura donc aussi 

dx' = dx •+■ z'dM — y'dN, 
dy' = dp + x'dN — z’dL, 
dz' = dy +ÿdL — x'dM; 

par conséquent si on retranche ces formules des précédentes, 
et qu’on fasse, pour plus de simplicité, 

* = %' + £, y=y' + *, z=z'-K, 

on aura ces équations différentielles 

d\ = ydN, d* = %dN — t,dL, dÇ=*dL—ÇdM, 

dans lesquelles les variables Ç, », Ç, représenteront les coordon- 
nées des différens points du système, prises depuis un point dé- 
terminé du même système , point que nous nommerons doréna- 
vant le centre du système. 

Ces équations étant linéaires et du premier ordre seulement, 
il suit de lit théorie connue de ces sortes d’équations , que si 
on désigne par g", g'" trois valeurs particulières de Ç, et par 
»', et £', Ç", Ç" les valeurs correspondantes de n et Ç, on 

aura les intégrales complètes 

ç = a? + + «r» 

» = a»' 4- bn" + ex'", • - 

C = aÇ' -f- bc + ce, 

0 

a, b, c étant trois constantes arbitraires. 

11 est clair que £' ne sont autre chose que les coordon- 
nées d’un point quelconque donné du système, et que de même 
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ç'\ „* Ç" et g'", if"', sont les coordonnées des deux autres 
points du système aussi donnés à volonté, ces coordonnées ayant 
leur origine commune dans le centre du système. 

Ainsi, en connaissant les ordonnées pour trois points donnés 
on aura, par les formules précédentes, les valeurs des coordon- 
nées pour tout autre point dépendant des constantes a, b, c; mais 
il faut chercher les valeurs de ces constantes. 

a. Si on suppose, ce qui est permis, que dans l’état initial les 
trois points donnés sc trouvent placés dans les trois axes des 
coordonnées , et à la distance = 1 de l’origine , il est clair qu’on 
aura alors £'= i, »'=o, £'=o; §"=o, »''= x, Ç"=o; £'"=o, 
s"'= o, £'"=x ; ce qui donnera £=a, i\=b, Ç=c. 

Ainsi les quantités a, b , c ne seront autre chose que les coor- 
données d’un point quelconque du système rapportées aux mêmes 
axes. Mais par le mouvement du système, les axes de ces coor- 
données changent de place dans l’espace, en demeurant fixes dans 
le système, puisque ces coordonnées sont constantes pour un 
même point , et ne varient que d’un point à l’autre. La position 
de leurs axes dans un instant quelconque , par rapport aux axes 
immobiles des ff , », Ç, ne dépendra que des codficiens % ', 
s', s", etc. En effet, si on fait b= o, c— o, ce* qui donne 
g=a§', » = a* i', Ç=aÇ, et par conséquent a—\/ (Ç*+n’-K*); il 
est facile de voir que les cocfficiens »', £' sont les cosinus des 
angles que l’axe des a fuit avec les axes des £, », Ç. On voit de 
même, en supposant a et cnuls à-la-fois, ensuite a et b nuis en- 
semble , que les eoefticiens Ç" sont les cosinus des angles 

de l’axe des b , et les codficiens »"', sont les cosinus des 
angles de l’axe des c avec les mêmes axes des £ , », Ç. 

3 . Comme ces codficiens représentent en général les coordon- 
nées de trois points donnés du système qu’ou a supposés distaus 
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de l’origine , d'ane quantité = 1 , et placés au commencement sur 
les axes des coordonnées rectangles a, b, c, ou aura premièrement 
ces trois équations : * 

£"• + £"‘ =1) $"'*4-» ,n *4-Ç w *=i. 

Ensuite à cause que les distances mutuelles de ces points sont 
les hypoténuses de triangles rectangles dont les côtés sont = 1 , 
on aura 

(r— n* + (>*'- ».")* + (c- or = », 

(?—?")* + (»'— V")* ri- (r— D* = a, 

(r-n* + (V'-o* + (c-ry = 

d’où l’on tire ces trois équations : 

^'4V»''-4-Cî''==°, £'£"4-*V"-K'Ç"- O, £"£ w +»V''+rr— o. 

Ainsi l’on a entre les neuf coefficiens Ç", g'*, s', s", etc. , six 
équations de condition par lesquelles ils se réduisent à trois indé- 
terminées. 

4. Au moyen de ces équations, les expressions générales des 
coordonnées { de l’article î satisfont à la condition primi- 

tive que la distance entre deux points quelconques du système 
demeure invariable. En effet, si £, », £ sont les coordonnées d’un 
de ces points, et j-i, »i, £ î les coordonnées d’un autre point, le 
carré de leur distance sera exprimé par (Ç — î-i )•-(-{ » — » 1 )*■+■(£ — £ 1 )‘> 
et si on désigne par ai, bi, ci les coordonnées relatives aux axes 
des a, b, c pour le second point, on aura les valeurs de £i , 
»i , Çi , en changeant a, b, c en ai, ii , ci dans celles de Ç, » , £. 

Faisant ces substitutions dans l’expression précédente, et ayant 
égard aux six équations de condition, elle se réduira à (a — ai)* 
+ (b — il)* -f-(c — ci)*, et sera par conséquent constante pendant 
le mouvement. D’où l’on peut conclure que ces six équations de 
condition sont les seules nécessaires pour Elire ensortc que la po- 
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sition respective des différons points du système ne dépende que 

des constantes a, b, c, et nullement des variables g', s', £', etc. 

Au-rcstc, il est clair que les coordonnées £, », Ç ne sont que 
les transformées des coordonnées a, b, c, et que les six équations 
de condition sont le résultat de la condition générale g*4-»*+Ç* 
= a'-f-A*+c*; c’est ce qu’on voit par la comparaison de ces for- 
mules avec celles de l'article 1 5 de la Section III de la première 
Partie, dans lesquelles les coordonnées x,y, Z, x',y\z' ré- 
pondent à £,»,£, a, b, c, et les coclliciens a, /3, y, a\ P, y', 
a", p\ y" répondent à f , g», f", »", Ç', 

5. Si on ajoute ensemble les expressions de Ç, s, £ de l’ar- 
ticle 1 , après les avoir multipliées respectivement par »', £', 
ensuite par g", »", Ç", et enfin par g'", »"', on aura tout de 
suite, par les équations de condition de l’article 3, ces formules 
inverses 

« = + vf 4 - 

b = w + 
c = gg'"+ w“+ cr? 

et ces valeurs de a, b, c étant substituées dans l’équation 
£* 4- *•+£* = a* + J* + c’, qui doit avoir lieu quelles que soient 
les valeurs de Ç, », Ç, donneront par la comparaison des termes, 
ces nouvelles équations de condition 



zw+z"n"+z"w n =o, rr+rr+rr=°, 



ç'*4-r'*+r*=i, 

VÇ'+»T+»T"=°, 



lesquelles sont nécessairement une suite de celles de l’article 5 , 
puisque les unes et les autres résultent également de la condi- 
tion générale £* ■+■ »* + £• = a* -f- b‘ -+- c*. 



6. Mais si on cherche directement les valeurs de a, b, c par 
la résolution des équations de l'article î, on aura, d'après les 

formules 
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formules connues , 

a _ tr/r-'.T) + .err-cp 4- «r^-ro 



b = 



l , 

_ «v-ro + .err-rn + cor-.* r> 

k • 






— «.'C - .T) + .CCT -CT) + C(EV - IV) 



en supposant 

k = »'Ç"C"' 4 - CT'"'"— s'CT"— C'"T' 



317 



Ces expressions doivent donc être identiques avec celles de 
l’article précédent; ainsi en comparant les coefliciens des quantités 
», C> on aura les équations suivantes: 



«'4" _ — A£'", 



Ç"'Ç"= /b.', £V"— |'V= *£', 

ç'c'"—i"'c' ==*«", vç'"— s ,n g'= ac, 
C'Ç" — CT = Ai'", £'»" - ?"*' = AC'". 



Or si on ajoute ensemble les carrés des trois premières, on a 

n"'c")-+(C"r"— C'T)*+ (SV— ?'"»")*= A*(Ç'*+>! / *-K'*); 

le premier membre peut se mettre sous cette forme 



(?'•+ »"■+• C"*) (£""+ "'"‘-I- C'"*) — ( ?T"+ «V' 4 - C'C"? ; 

sflonc par les équations de condition de l’article 3 , cette équa- 
tion se réduit à î = k‘, d’où A ==fc 1. 

Pour savoir lequel des deux signes on doit prendre, il n’y a 
qu’à considérer la valeur de k dans un cas particulier; or le cas le 
plus simple est celui où les trois axes des coordonnées a, b, c coïn- 
cideraient avec les trois axes des coordonnées £, », Ç, auquel cas 
on aurait %=a, »=!>, C— c , et par conséquent par les formules 
de l’article i , £'=i, »"=i, C"— i> et toutes les autres quan- 
tités etc. nulles. En faisant ces substitutions dans l’expres- 

sion générale de k, elle devient = i. Donc on aura toujours k=*i. 

Mec. anal. Tom. II. 38 
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7. Comme entre les neuf indéterminées Ç m , »*, >1", ti ,n , 

£', Ç", Ç"' il y a essentiellement six équations de condition, on 
peut réduire toutes ces indéterminées à trois; et il suffirait d’y 
réduire les six £', »', s", Ç', par le moyen des trois équa- 

tions de condition 

puisque les trois autres »"', sont déjà connues en fonctions 
de celles-là par les formules précédentes. 

Mais cette réduction se simplifie beaucoup en employant les si- 
nus et cosinus d’angles ; on peut même y parvenir directement 
par les transformations connues des coordonnées. . 

En effet , puisque £, », Ç sont les coordonnées rectangles d’un 
point quelconque du corps , par rapport à trois axes menés par 
son centre parallèlement aux axes fixes des coordonnées x, y, z, 
et que a, b, c sont les coordonnées rectangles du même point 
par rapport à trois autres axes passant par le même centre, mais 
fixes au-dedans du corps, et par conséquent de positions variables 
à l’égard des axes des Ç, », Ç; il s’ensuit que pour avoir les ex- 
pressions de Ç , » , Ç en a , b, c, il 11’y aura qu’à transformer de là 
manière la plus générale, ces coordonnées, dans les autres. 

Pour cela nous nommerons a> l’angle que le plan des coordon- 
nées a, b fait avec celui des coordonnées £, »; et 4/ l’angle que 
l’intersection de ces deux plans fait avec l’axe des £ ; enfin nous 
désignerons par tp l’angle que l’axe des a fait avec la même ligne 
d’intersection ; ces trois quantités œ , 4 , <p serviront , comme l’on 
voit, à déterminer la position des axes des coordonnées a, b, c, 
relativement aux axes des coordonnées £ , », Ç; et par conséquent 
on pourra, par leur moyen , exprimer ces dernières en fonction des 
autres. 

Si , pour fixer les idées, on imagine que le corps proposé soit 
la 'terre, que le plan des a, b soit celui de l’équateur, et 1 
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l’axe des a passe par un méridien donné; que de plas le plan 
des |f, s soit celui de l’écliptique, et que l’axe des |f soit dirigé 
vers le premier point d’Aries, il est clair que l’angle a deviendra 
l’obliquité de l’écliptique; que l’angle 4 sera la longitude de l’équi- 
noxe d’automne, ou du nœud ascendant de l’équateur sur l’éclip- 
tique , et que <p sera la distance du méridien donne u cet équinoxe. 

En général <p sera l’angle que le corps décrit en tournant au- 
tour de l’axe des coordonnées c, axe qu’on pourra, à cause do 
cela , appeler simplement l’axe du corps ; 90 * — u sera l’angle d’in- 
clinaison de cet axe sur le plan fixe des coordonnées |f , s ; et 
4 — 90* sera l’angle que la projection de ce même axe fait avec 
l’axe des coordonnées £. 

Cela posé, supposons d’abord que l’on change les deux coor- 
données a, b en deux autres a 1 , b', placées dans le même plan, 
de telle manière que l’axe des a' soit dans l’intersection des deux 
plans, et que celui des b' soit perpendiculaire à cette intersection; 
on aura 

a' = acosp — tsinp, b'= Jcos<p-t-asinp. 

Supposons ensuite que les deux coordonnées b', c soient chan- 
gées en deux autres b", c', dont l’une b" soit toujours perpendicu- 
laire à l’intersection des plans, mais soit placée dans le plan des 
If, a; et dont l’autre c' soit perpendiculaire à ce dernier plan; on 
trouvera pareillement 

b"=b' cosa» — c sina , c'= c cos » + i'sin a. 

Enfin supposons encore que l’on change les coordonnées a', b", 
qui sont déjà dans le plan des |f, x, en deux autres a", b'", placées 
dans ce même plan , mais telles que l’axe des a" coïncide avec 
l’axe des Ç ; on trouvera de la même manière 

a''= a 1 cos 4 — è"sin 4 > b"'=b"cos^f. +a' sin 4 - 

Et il est visible que les trois coordonnées a", b 1 ", c 1 seront la 
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même chose que les coordonnées Ç, >i,Ç, puisqu’elles sont rap- 
portées aux mêmes axes; de sorte qu’en substituant successive- 
ment les valeurs de a', b", b', on aura les expressions deÇ, s, 
Ç en a, b, c, lesquelles se trouveront de la même forme que celles 
de l’article x , en supposant 

= cos <p cos 4 — sin tp sin 4 cos a» , 

£"= — sin <p cos 4 — cos<? sin 4 cos c», 
g"'= sin 4 sin a», 

W = cos<psin4-f-simpcos4cos», 

V' = — sin p sin 4 4- cos <p cos 4 cos a» -, 

»'"= — cos 4 sin a», 

£' = sin^sin», 

£" = cos <p sin a», 

£"'= COSûi. 

Ces valeurs satisfont aussi aux six équations de condition de 
l’article 3, ainsi qu’à celles de l’article 5, et résolvent ces équa- 
tions dans toute leur étendue, puisqu’elles renferment trois va- 
riables indéterminées p, 4> «• 

En substituant ces valeurs, les expressions des coordonnées 
g, », Ç deviennent plus simples; mais il est utile d’y conserver 
les coefficiens s', £', etc. , pour maintenir la symétrie dans 
les formules et en faciliter les réductions. 

8. Comme les quantités £', Ç sont des valeurs particulières 
de Jj , *, Ç, elles doivent satisfaire aussi aux équations diilërcntielles 
de l’article x entre ces dernières variables; ainsi on aura 

d% = ÇdM — n'dN, dn' = %dN~ ÇdL , t/Ç'= *'dL — % dM, 

et l’on aura de même 

df" = Ç'dM—r,"dN, d*"=Ç,"dN— Ç'dL, <%'= rf'dL— Ç'dM, 
d%"— Ç"dM — i\'"dN, dr\"'— %"dN — C'dL, dÇ"=*'"dL—Z"dM 
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De là on peut tirer feeilement les valeurs des quantités dL , 
dM, dN, en fonctions de g', Ç', g", etc. En effet, si on ajoute 

ensemble les valeurs de dÇ, dÇ\ d{'", après les avoir multipliées 
par s', ri', s'", on aura, en vertu des équations de condition, 

dL = n'd? + n"dC 4 - *'"d'C". 

On trouvera de meme, en multipliant d g', d%", dj-‘" par £', Ç", 
C, et dn', dn", d* m par g', g", 

dM = C'rfÇ' 4 - CWÇ" 4 - 
</AT = gW 4- gW' -f- 

Ayant ainsi les valeurs de rfL, c/A/, dN en fonctions de £', 
etc., si on y substitue les valeurs de ces dernières quantités 
en fonctions des angles p, 4> (art. 7), on aura, après les ré- 
ductions , ces expressions assez simples , 

dL = sin 4 sin udp 4- cos 4.^ , 

dM— — cos 4 sin ù>d<p 4- sin 4 «k», 

dN = cos ad<p 4 - rf 4 - 
« 

• 9. L’axe autour duquel le système peut tourner en décrivant 

l’angle >p , et dont la position dépend des deux angles 4 et a> , est 
supposé fixe dans le système, et mobile dans l’espace ; mais nous 
avons vu dans la Section III de la première Partie (art. 11, laj, 
qu’il y a toujours un axe autour duquel le système tourne réel- 
lement dans chaque instant , et que nous avons nommé axe ins- 
tantané de rotation. On peut déterminer aussi la position instan- 
tanée de cet axe, ainsi que l’angle élémentaire de la rotation, par 
des angles analogues aux angles 4 ) », <P, et que nous désignerons 
par 4, a>, <p ; car les expressions de dL, dM, dN étant générales 
pour telle position qu’on veut de l’axe de rotation <p, elles auront lieu 
aussi pour l’axe instantané de rotation en y changeant 4 ) » > <P en 
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4 > et, p; mais comme la propriété de ce dernier axe est d’être 
immobile pendant un instant, il faudra que les différentielles d-\, 

d'x . , dues au changement de position de cet axe, soient milles; 
De sorte qu’on aura pour l’axe dont il s’agit 



d’où l’on tire 



sin 4 sin codp = dL , 
cos 4 sin udp = — dM, 
cos a dp =s dN ; 

dp = \/{dL' + dM' 4 - dN') ; 



c’est l’angle de la rotation instantanée que nous avons dénoté 
par dans l’endroit cité de la première Partie. 

On aura ensuite la position de cet axe par les deux angles et 

et 4î niais pour le rapporter aux axes fixes des Ç, x, Ç, il suffit 
de considérer qu’ayant pris l’axe des c pour l’axe de rotation, on 
a pour tous les points de cet axe a = o, 6=o; donc si on dé- 
signe par £ , x, Ç les coordonnées qui répondent au point où 
c — î , et qui sont en même temps les cosinus des angles que 
l’axe de rotation fuit avec les trois axes des Ç, x, £, on a par 
les formules des articles î et 7, 



z __ AI. - dM - _ d!f 

* ~ dp' ” _ rf* ’ ~ dp' 

En effet, ces valeurs de x, Ç rendent nulles celles de leurs 
différentielles, comme on le voit par les formules de l’article 1 , 
ce qui est la propriété de tous les points de l’axe instantané de 
rotation, et par laquelle nous avons déterminé cet axe dans la 
troisième Section de la première Partie. 

On voit par là que les quantités dL, dM, dN répondent exac- 
tement aux angles de rotation que nous avons dénotés par d^> , 
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dm, dtp, dans la Section que nous venons de citer, et que nous 
avons conservés dans la troisième Section ci-dessus. 



10 . Si maintenant on substitue ces mêmes valeurs de Ç, s, Ç 
dans les expressions générales de a, b, c de l’article 5, à la 
place de £, s, Ç, on aura les valeurs des coordonnées a, b, c qui 
répondent à l’axe instantané de rotation , et que nous désignerons 

par a, b, c. Ainsi en faisant, pour abréger, 



dF — ÇdL -h *'dM -f- ÇdN, 
dQ = ÇVL -f- d'dM- h Z"dN, 
dR = Ç"'dL-+- n"'dM+ C'dN, 



ce qui donne, par les équations de condition de l’article 5, 
dP‘ -f- dQ' -4- dR' = dL' + dM' + dN' = dp' ; 



on aura 





dR 

dç 



expressions entièrement semblables à celles des Ç, s, Ç, dons 
lesquelles on voit que les quantités dP , dQ, dR répondent aux 

quantités dL, dM, dN. Et ces valeurs de a, b, c seront pareil- 
lement les cosinus des angles que l’axe de rotation fait avec les 
axes des coordonnées a, b , c. 



il. Pour avoir les valeurs de dP, dQ, dR exprimées par les 
variables s', £', etc., il ne s’agira que de substituer à la 
place de dL, dM, dN les valeurs données dans l’article 8. Mais 
pour obtenir les formules les plus simples, il conviendra de mettre 
ces dernières valeurs sous la forme suivante , qui est équivalente 
à celle de l’article cité en vertu des équations de condition don- 
nées article 5 , 
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a dL = dd^'-f- *'"dC— K'<M— ÇW— Ç' W, 

adAf= ^df ?'<£"— 
ad/V = £W-K'WH- g«W'— »'dg'— *"df— 



On aura aiusi, en substituant et ordonnant, les termes 
■idP = (P'V'— »'Ç'"yC'" 

+ (ç'r— S'D*"+ (rr— srv»'" 

+ W—Çïl'W'+W— ÇV'')d£'*, 

ce qui se réduit , par les formules de l’articlo 6 , à 

a dP = C'dC— ?'<%"'+ «'W— rt'dn m + Ç'"dg"— £''d£"’, 

et enfin par les trois équations de condition de l’article 5 , diffë- 
rentiées, à cette expression simple , 

dP ■— $'"df + »'"dn" + CdC'i 



et l’on trouvera de la même manière, 

dQ = çwç'" + >iw n + r^'", 

d/e = $"</$' + »"d»' H- t'#'- 

Et si on substitue pour £', etc. leurs valeurs en 4 , a», 

<p de l’article 7, on a, après quelques réductions, 



dP = sinpsinwd-^ -+- cospd», 

dQ = cos<psin«d 4 — sinfda», 

dR = d<p + cos ud-\. 



19. 11 est facile de se convaincre que ces valeurs de a, b, c 
rendent également nullcs les différentielles des coordonnées £, 
s, f; car en dififérentiant et faisant dç = o, dn = o, d£ = o 
dans les formules de l’article 1; changeant ensuite a, £>, c en 

a. 



j 
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a, b, c, pour les rapporter à l’axe instantané de rotation, on 
a les trois équations 

ad% 4- bd? 4- cd?" — o , 
ad s' + bd*" 4 - cdn"' = o , 
aiC 4- bdC 4 - cd?" = o. 

En les ajoutant ensemble après les avoir multipliées successi- 
vement par e 1 par Ç”, et par Ç'", et ayant 

égard aux équations de condition de l’article a , on a 

1 >Œ'dZ" + *’d>i"+ÇdC) 4- ~c{VdZ"+*'d*'"+ï'dC) — o, 

üWdZ.+IW+Ç'di;') 4- c{%‘dZ m +d'd*"WdC) = o, 

â(g'Vf4-i m ^'-K"WC') 4- ~b{%"dZ'+*"'d*"+CdC) = o. 

En ayant ensuite égard aux trois autres équations de condition 
de l’article 5 , et supposant les râleurs de dP , dQ , dR données 
ci-dessus, ces trois équations deviennent 

cdQ — bd R = o , ad R — cdP = o , bdP — adQ — o , 

auxquelles satisfont évidemment les valeurs de a, b, c données 
ci-dessus. 

i3. De même que les quantités dL, dM, dN servent à expri- 
mer d’une manière uniforme les différentielles des quantités 
Ç", g" 1 , etc., comme on l’a vu dans l’article 8, on peut aussi ex- 
primer ces différentielles par les quantités dP, dQ, dR. 

En effet, si on prend les trois équations 

4- sW 4- K'dÇ = o, 
g'tfç' 4- »W 4- C'dC = dR, 

Z"'d%' + 4 - K'" dK' = — dQ, 

et qu’on les ajoute ensemble après les avoir multipliées successi- 
Méc. anal. Tom. II. 39 
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vement par g', g", g'", P ar ^ »"> et P ar f", on aura 

tout de suite, par les équations de condition de l’article 5, 

d? = %'dR — Ç"dQ, 
dn' = *"dR — *'"dQ , 
dC = {"rfH — C'dQ- 

De même les trois équations 

g'dg" + 4- ï'dÇ — dR, . 

g"t/g'' 4- W 4- C<£" = o, 

+ n'W'4- Ç"'rfÇ"= JP, 

étant multipliées successivement par g', g", g'", par s', s", s"', et 
par Ç', et ensuite ajoutées ensemble, donneront, par les 

mêmes équations de condition , 

Jf = %" JP - g' JR , 

JV' = n'VP — n'rffl, 
dC = K"'dP — ÇdR. 

Enfin les équations 

g'Jg'" + ddn'" + Ç'd?" = dQ, 

Ç'd*'" + *W 4- Ç"rfÇ'" = — JP, 

£'"dg'"4- s'W"4- K'"dC"= o, 

donneront de la même manière , 

Jg'" = g'JQ - g"c/P, 
rfs'" = s'jQ — rl'dP , 

dÇ" = Ç'JQ — Z'dP. 

i4. Par le moyen de ces fonnules, on peut représenter d’une 
manière fort simple les variations des coordonnées g, s, £, lors- 
qu’on veut considérer à-la-fois le changement de situation du sys- 
tème autour de son centre, et le changement des distances mu- 
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tuelles des points du système. Pour cela, il est clair qu’il faut 
diflerenlier les expressions de £, », f, eu regardant en mémo 
temps comme variables toutes les quantités »', £', »", etc., 
ainsi que a, b, c, ce qui dorme 

di = ad% + bd£" + cd%"‘ 4 - %da + Ç"db + Z" de , 

dn = ad*' 4 - bd*" 4* cdv"' 4~ » 'da + d'db 4- *"'dc , 

dÇ = ad? 4- bdC + cdÇ" -+- Ç'da 4- Ç'db 4- C"dc ; 

substituant les expressions de d%', d*‘, d%', d%", etc. qu’on vient 
de trouver, et faisant pour abréger , 

da — da 4 - cdQ — bd R , 
db' = db 4- ad R — cdP , 
de' = de 4" bd P — adQ, 

on aura ces formules différentielles très-simples, 

rfÇ = Ç'rfo' 4- Z"db' 4 - g'Vc', 

J» = *'da' 4- *"db' 4 - *"'dc', 

<K = Cda 1 4- ÇW 4- K n dd. 

Et si on différentie ces expressions , qu’on y substitue!® nou- 
veau pour rfÇ', </»', rfç', dit", etc. les valeurs trouvées ci-dessus, 
et qu’on fosse encore , pour abréger, 

d'a" — d’a' 4 dc'dQ — db'dR, 
d‘b" = d‘b' 4- da'dR — dc'dP, 
d‘c" = d’e' 4- db’dP — da'dQ, 

on aura les différentielles secondes 

tf*Ç = f d‘a" 4 - Ç'd'b" 4 - fVc", 
d'* = *’d'a" 4- »''(/**" 4- »'Vv", 
rf*? = f'rf'o" 4- Z'd'b" 4 - 

On voit que ces différentielles premières et secondes sont son- 
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blablcs aux expressions finies de £ , *, Ç (art. i), et que les quan- 
tités Ç', etc. y entrent de la même manière} il en serait 

de même des différentielles de tous les autres ordres, ce qui rend 
l’emploi des quantités dP , dQ, dR très-avantageux dans les cal- 
culs relatifs à la rotation. 

i5. Mais il y a une remarque importante à faire sur l’emploi 
de ces quantités ; c’est que quoiqu’elles se présentent sous la forme 
différentielle , on se tromperait en les traitant comme telles dans 
les différentiations relatives à la caractéristique S- Ainsi il n’est 
pas permis de changer simplement S dP en dSP , etc. dans la 
valeur de ST. 

Nous observerons d’abord que rien n’empêche de changer dans 
les formules différentielles de l’article i3, la caractéristique d en S, 
ce qui introduira dans les valeurs des variations S%’, S/, SC 
JT, etc. les trois indéterminées SP, S Q, SR, qui serviront à 
réduire toutes ces variations à trois arbitraires. 

Ainsi ayant trouvé (art. i3) 

% dP = + s'W -f- K’"dC, 

on aura de même, en changeant d en S , 

SP = 4 - + CW, 

et ainsi des quantités dQ, dR , qui deviendront cfÇ et SR. 

Maintenant on aura , en différentiant dP suivant S, 

SdP = + *"’Sd*" + CSdC 

4- SÇ"W 4- J'"'"*" + SCW, 

et en différentiant S P par d, 

dSP = 4- n m dSn" 4- C'dSC 

4- d?"SC 4- dïTSyT 4- dÇ"S?. 
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Mais cM?", Sdn", JYç" sont la même chose que </JY', rfcTÇ", 
parce que les quantités Ç" sont des variables finies; donc 

on aura 

ddP — d£P = 4- WW -f- 

— J»'"/»" — dC'JÇ'. 

Substituons pour d£", du", dÇ 1 et d%"\ d*"’, dÇ'" leurs valeurs en 
dP, dQ, dR (art. ai), et pour Jjé", «T»'', <Tç", J%", JY", <fÇ"' les 
valeurs analogues qui viennent du changement de la caractéris- 
tique d en S' , on aura , par les équations de condition de l’ar- 
ticle a , 

f%"d%' + JY "dn" 4- W'dÇ = — J QdR, 
dysy 4- d*"W + dÇ , "J'Ç" = r- dQJR-, 

donc 

J'dP = rfJP 4- dQJR — «/■KJ'Q. 

Et par un calcul semblable, on trouvera 

SdQ = JJ'Ç 4- </ J flJP — rfPJ\R, 

J'rfP = dS'R 4- dPSQ — dQdP. 



Ici se Itrmine ce que ton a pu trouver d' entièrement achevé sur le mouvement 
île rotation , dans les manuscrits de AI. Lagrange. Nous nous proposons 
de continuer ce chapitre avec les paragraphes de I ancienne édition, en profi- 
tant de plusieurs changemens indiqués dans [exemplaire de AI. Lagrange. Nous 
renfermerons dans une note placée à la fin du volume, quelques fragmens relatifs 
à ce sujet , qui devaient servir de matériaux à un paragraphe sur les équations 
générales du mouvement de rotation <Tun système quelconque de corps; ils sont 
Hans un état trop incomplet pour entrer dans le texte, et cependant les géomètres 
regretteraient de ne les pas connaître. 
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Équations pour le mouvement de rotation d’un corps solide, animé 
par des forces quelconques. 

16. Nous venons de voir, dans le paragraphe précédent , que 
quelque mouvement que puisse avoir un corps solide, ce mouve- 
ment ne peut dépendre que de six variables , dont trois sc rapportent 
au mouvement d’un point unique du corps, que nous avons appelé 
le centre du système, et dont les trois autres servent à déterminer 
le mouvement de rotation du corps autour de ce centre. D’où il 
suit que les équations qu’il s’agit de trouver ne peuvent être qu’au 
nombre de six au plus; et il est clair que ces équations peuvent 
par conséquent se déduire de celles que nous avons déjà données 
dans la Section troisième, §§ I et II, lesquelles sont générales 
pour tout système de corps. Mais pour cela il faut distinguer deux 
cas , l’un quand le corps est tout-à-fait libre , l’autre quand il est 

assujéti à se mouvoir autour d’un point fixe. 

J* - •• ' V' . 11 . : 

17. Considérons d’abord un corps solide absolument libre ; pre- 
nons le centre du corps dans son centre même de gravité, et nom- 
mant x', y, r' les trois coordonnées rectangles de ce centre; m la 
masse entière du corps, Dm chacun de ses élémens, et X, T, 
Z les. forces accélératrices qui agissent sur chaque point de cet élé- 
ment, suivant les directions des mêmes coordonnées; nous aurons 
en premier lieu ces trois équations (Sect. III, art. 3 } 



it'jr' 

-ÿp m -f- SXDrn = o, 



m + SYDm 



m •+• SZDm — o . 



■A «WM» il; 
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dans lesquelles la- caractéristique S dénote des intégrales totales 
relatives à toute la niasse du corps; et ces équations serviront, 
comme l’on voit, à déterminer le mouvement du centre de gravité. 

En second lieu, si on désigne par Ç, », Ç les coordonnées 
rectangles de chaque élément Dm , prises depuis le centre de gra- 
vité , et parallèles aux mêmes axes des coordonnées x', y, z' de 
ce centre , on aura ces trois autres équations (Sect. citée, art. ia). 

£ - » ÿ + 5* — Dm = o, 
s(tÿ-Z§ + i;Z-t:x)D m = o, . 

j(» 2- * £+ * z - Dm = °- 

Or nous avons prouvé dans le paragraphe précédent , que le» 
valeurs des quantités £ , », £ sont toujours de cette forme, 

Ç = < + /f ' + cf, 

» = an' -f- bu" -f- ci»*, 

Ç = < + + c£î; 

et nous y avons vu que pour les corps solides, les quantités 
o, b, c sont nécessairement constantes par rapport au temps, 
et variables uniquement par rapport aux différons élémens dm , 
puisque ces quantités représentent les coordonnées rectangle» 
de chacun de ces élémens , rapportées à trois axes qui se croisent 
dans le centre du corps , et qui sont fixes dans son intérieur ; 
qu’au contraire , les quantités £', jf', etc. sont variables par rap- 
port au temps, et constantes pour tous les élémens du corps, 
ces quantités étant toutes des fonctions de trois angles 
qui déterminent les différens mouvemens de rotation que le corps 
avait autour de son centre. Si donc on fait, dans les équations 
précédentes, ces differentes substitutions, en ayant soin de faire 
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sortir hors des signes S les variables <p, 4 , <* et leurs différences,', 
on aura trois équations différentielles du second ordre entre ces 
mêmes variables et le temps t, lesquelles serviront à les déter- - 
miner toutes trois en fonctions de t. 

Ces équations seront semblables à celles que M. d’Alembert a 
trouvées le premier, pour le mouvement de rotation d’un corps 
de figure quelconque , et dont il a fait un usage si utile dans ses 
recherches sur la précession des équinoxes. . 

Par cette raison, et parce que d’ailleurs la forme de ces équa- 
tions n’a pas toute la simplicité dont elles sont susceptibles , nous 
ne nous arrêterons pas ici à les détailler ; mais nous allons plutôt 
résoudre directement le problème, par la méthode générale delà 
Section quatrième, laquelle donnera immédiatement les équations 
les plus simples et les plus commodes pour le calcul. 

18. Pour employer ici cette méthode de la manière la plus géné- 
rale et la plus simple, on supposera, ce qui est le cas de la na- 
ture , que chaque particule Dm du corps soit attirée par des forces 
J’ , Q, R, etc., proportionnelles à des fonctions quelconques des 
distances p, q, r, etc., de la même particule aux centres de 
ces forces, et on formera de là la quantité algébrique, 

. » 

n = f(Pdp -f- Qdq 4- Rdr 4- etc.). 

On considérera ensuite les deux quantités 

T=S (— Dm , r = SUDm , 

en rapportant la caractéristique intégrale S uniquement aux élé- 
mens Dm du corps, et aux quantités relatives à la position de 
Ces élémens dans le corps. 

On réduira ces deux quantités en fonctions de variables quel- 

• .. * . 

conques , 
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conques, £ , 4 > 9 > etc. , relatives aux divers mouvemens du corps , 
et on eu formera la formule gcuéralc suivante ( Sect. quatrième , 
art. 10 ), 




-h etc. 



Si les variables Ç, 4> P, etc. sont, par la nature du pro- , 
blême , indépendantes cnlr’ellcs ( et on peut toujours les prendre 
telles qu’elles le soient), on égalera séparément à zéro les quan- 
tités multipliées par chacune des variations indéterminées , 
J 4 , Sp , etc., et l’on aura ainsi autant d’équations entre les va- 
riables £, 4> <P> etc. , qu’il y aura de ces variables. 

Si les variables dont il s’agit ne sont pas tout-à-lait indépen- 
dantes , mais qu’il y ait entr’elles une ou plusieurs équations de 
condition, on aura, par la différentiation de ces équations, autant 
d’équations de condition cuire les variations cT£, /4> <fp, etc., 
par le moyen desquelles on pourra réduire ces variations à un plus 
petit nombre. 

Ayant fait cette réduction dans la formule générale , on y éga- 
lera pareillement h zéro chacun des cocflicicns des variations res- 
tantes; et les équations qui en proviendront, jointes à celles de 
condition données, suffiront pour résoudre le problème. 

Dans celui dont il s’agit ici, il n’y aura qu’à faire usage des 
transformations enseignées dans le paragraphe précédent. Ainsi 
on substituera d’abord x'-f- Ç, y'-f- s, z' 4 -£, au lieu de x, y, z; 
ensuite a%' -f- b%" -j- cg’, an' -+- bn" 4 - cn m , aÇ 1 -+- f>£'' -+- c£*, au 
lieu de s, £ (art. î); enfin mettant pour etc. leurs va- 
leurs en p, 4) » de l’article 7 , on aura les quantités T, f' ex- 
ilée. anal. Torn. 11. 3o 
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primées en fonctions des six variables indépendantes y, z', 
ç, 4, », à la place desquelles on pourra encore, si on le juge 
à propos, en introduire d’autres équivalentes; et chacune d’elles 
fournira , pour la détermination du mouvement du corps , une équa- 
tion de cette forme , 





a étant une de ces variables. 

19. Commençons donc par mettre dans l’expression de T, à la 
place de x,y, z, ces nouvelles variables x'-f-£ , y'+n, z'+£, 
et faisant sortir hors du signe S les x', y', z', qui sont les mêmes 
pour tous points du corps , puisque ce sont les coordonnées du 
centre du corps, la fonction T deviendra 

SOn + s(*±*±S.)Dm 

t d.jfSd\Dm -f- dySdnDm -4- dzSd^Dm 

. + • 

Cette expression est composée , comme l’on voit, de trois par- 
ties, dont la première ne contient que les seules variables x', 
y', z', et exprime la valeur de T dans le cas où le corps serait 
regardé comme un point. Si donc ces variables sont indépen- 
dantes des autres variables Ç, », Ç, ce qui a lieu lorsque le corps 
est libre de tourner en tout sens autour de son centre, la formule 
dont il s’agit devra être traitée séparément, et fournira pour le 
mouvement de ce centre les mêmes équations que si le corps y 
était concentré; ainsi cette partie du problème rentre dans celui 
que nous avons résolu dans les Sections précédentes, et auquel nous 
renvoyons. 

La troisième partie de l’expression précédente , celle qui con- 
tient les différences dx', dy', dz', multipliées par les différences 
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d^, dn, dÇ, disparaît d’elle-même dans deux cas; lorsque le centre 
du corps est Exe, ce qui est évident, parce qu’alors les différences 
dx\ dÿ, dz' des coordonnées de ce centre sont nulles; et lorsque 
ce centre est supposé placé dans le centre même de gravité du 
corps, car alors les intégrales SdÇDm, SdnDm , Sd(Dm deviennent 
nulles d’elles-mêmcs. En cflùt, en y substituant pour , d*, fleurs 
valeurs adÇ'+bdï'+cd?"', ad*'+bdn"+cd* w , ad^+bdC+cdC 
(art. précédent), et faisant sortir hors du signe S les quantités 
d' 1 , d£", etc. qui sont indépendantes de la position des particules 
dm dans le corps, chaque terme de ces intégrales se trouvera 
multiplié par une de ces trois quantités, SaDm, SbDm, ScDm ; or 
ces quantités ne sont autre chose que les sommes des produits 
de chaque élément dm, multiplié par sa distance à trois plans 
passant par le centre du corps, et perpendiculaires aux axes des 
coordonnées a, b, c; elles sont donc nulles, quand ce centre coïn- 
cide avec celui de gravité de tous les corps, par les propriétés 
connues de ce dernier centre. Donc aussi les trois intégrales 
Sd^Dm, Sdr\Dm, SdÇDm seront nulles dans ce cas. 

Dans l’un et dans l’autre cas, il ne restera donc à considérer 

dans l’expression T, que la formule S ( — , qyj C8 t 

uniquement relative an mouvement de rotation que le système 
peut avoir autour de son centre, et qui servira par conséquent 
à déterminer les lois de ce mouvement, indépendamment de ce- 
lui que le centre peut avoir dans J’espace. 

20 . Pour rendre la solution la plus simple qu’il est possible, il est à 
propos de faire usage des expressions de d£, di\, dÇ de l’article i4, 
lesquelles donnent , en faisant da — o , db=o, dc= o, 

d%' -f- du' ■+• dÇ' = 

(cdQ — bdR)‘+(adR — cdP)'+(bdP — adQ)' 

= (A*-1-C*yp* 4- (a'+c')dQ‘ + {a'-\-b‘)dB? 

— 2 bcdQdR — aacdfdR — nabdPdQ. 
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Or les quantités a, b , c étant ici les seules variables, relative- 
ment à la position des particules Dm dans le corps; il s’ensuit 
que pour avoir la valeur de S(d%‘ -f- d*‘ -f- dÇ‘)Dm , il n’y aura 
qu’à multiplier chaque terme de la quantité précédente par Dm , 
et intégrer ensuite relativement à la caractéristique S, en faisant 
sortir hors de ce signe les quantités dP, dQ, dR qui en sont in- 
dépendantes. Ainsi la quantité S deviendra 

AdP*+ I)dQ'+ CdR* Fd QdR+GdPdR+HdPd Q 

• 3 df Jê ' * 

en faisant pour abréger, 



A = S(b' + c‘)Dm, B —S(a‘+c')Dm, C = S(a' -f- b‘)Dm , 
F = SbcDm , G = Sac Dm , H = SabDm. 

Ces intégrations sont relatives à toute la masse du corps , en- 
sorte que A , B , C, F, G, H doivent être désormais regardées 
et traitées connue des constantes données par la figure du corps. 

ai. Si on fait, pour plus de simplicité, ~ = p' } — q , 

— r > on aura, en ne considérant dans la fonction T que les 
termes relatifs au mouvement de rotation, 

T = i {Ap‘ + Bq * + Cr*) — Fqr — Gpr—Hpq ; 



ainsi T n’étant fonction que de p, q, r, on aura, en difleren- 
tiant selon <T, 



dT , 



* T r m i*p + %**+v*r. 

Or, par les formules de l’article 11 , on a 

• „ sinp sin»^ -f- co*t>dm 

P Ji > 

,, cos 9 sin id'j' — sin çdm 

ÿ ” dt » 

„ dç -f- coB*d^ 

dt 



dT 



Digitized by Google 



SECONDE PARTIE , SECTION IX. 
donc ( dl étant toujours constant) 



a 37 



j \nn ( àT AT \ r dT tdç 

~ { 7Ç ? ~ JJ P) ** + d? x HT 

*+- (^sin?siu*4-~cosipsin« + ~^cos(i<)^ 



dp 

-t-(^sinipcos«-f-^c6s<}>cosa» — ^ sin^) 
. tdr , dT . \ td. 

+ KT P cos *--zj* m V-sr> 



d’où l’on aura sur-le-champ , pour le mouvement de rotation du 
corps, ces trois éejuations du second ordre, 



A 

dr dT , dT , tV 

~Jt dp ? ■+■ dq P ff 




, (AT .. AT . , AT \ 

rf -Up* Mnfâ,D ‘ + ^ cos,Mn * + * cos V , tr 

dt Af — ° » 

, (AT AT . \ 

d \dï cos f-dj >m *) 

v dt 

/dr . , dT dr . \di . ty 

— ( T/~ sin î 1 coS v ~dq cos ? cos ® SiUû> ^ -4- J- = O. 



N dp 



A l’égard de la quantité V, comme elle dépend des forces qui 
sollicitent le corps, elle sera nulle si le corps 11’cst animé par 

*• , f ij' jf r 

aucune force j ainsi dans ce cas les trois quantités j-, ^ , , -j- 

scront nulles aussi, et la seconde des trois équations précédentes 
sera intégrable d'elle-mémc; mais l’intégration générale de toutes 
ces équations restera encore fort difficile. 

En général, puisque y =S'UDrn, et que II est une fonction 
algébrique des distauces p, q, etc. (art. 18), dont chacune est 
exprimée par t/[(x — f)‘ + (y — g)‘ - f- (z — h}‘], en désignant 
par /, g, h les coordonnées du centre fixe des forces, il n’y aura 
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qu’à faire dans la fonction n les mêmes substitutions que ci-dessus, 
et après avoir intégré relativement à toute la masse du corps , 
on aura l’expression de V en p, 4> d’où l’on tirera par la 

IV i'V i'V 

différentiation ordinaire les valeurs de c, , j-, qui sont les 
mêmes que celles de d J^ , Comme ceci n’a point de dif- 
ficulté, nous ne nous y arrêterons point; nous remarquerons seu- 
lement que les équations précédentes reviennent à celles que j’ai 
employées dans mes premières recherches sur la libration de 
la lune. 



as. Quoique l’emploi des angles p, 4) « paraisse être ce qu’il 
y a de plus simple pour trouver par notre méthode les équations 
de la rotation du corps, on peut néanmoins parvenir encore plus 
directement au but, et obtenir même des formules plus élégantes 
et plus commodes pour le calcul dans plusieurs cas, en considé- 
rant immédiatement les variations des quantités «fi 1 , dQ, dR données 
par les formules de l’article i5; savoir, 

idP = dSP + dQJ'R — dRJ'Q , 
fdQ = d£Q + dRJ'P — dPlR , 

J'dR = dJ'R + dPJ'Q — dQj'P ; 



substituant ces valeurs dans J'T et mettant p, q, r pour ~ , 



dû dR 

-A, T( , on aura 



W-f (Ç + «/*-,/<?) 
+ -S? ( t ? + r * P - P* R ) 

( ~dT + P*Q — ^P)- 



Quant aux termes relatifs à la variation de y, puisque V de- 
vient une fonction algébrique de Ç", g'", etc. , après la substi- 



» 
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tution de x'+aÇ'-hlp'+cl;"', z'-i-aÇ'+bÇ'+cÇ'", 

au lieu de x,y, z, le signe intégral 5 n’ayant rapport qu’aux quan- 
tités a, b, c, il n’y aura qu’à diflërentier par S , et mettre ensuite 
pour JÇ', <fg", etc., leurs valeurs en «PP, SQ, SR ; ainsi puisque 

W ~ W’ % = ~dÿ ’ etc ‘ ’ on aura ^ ans * a D1 ® me équation les 
termes suivans provenant de SV : 

£(?>SR-rSQ) + %(Z"'fP-Z'm+%&'SQ-?SP) 

■+- % (s "SR —*'”SQ) + etc. 

i 

Donc enfin rassemblant tous les termes multipliés par chacune 
des trois quantités SP, SQ, SR, on aura une équation générale 
de cette forme : 



o = (P)SP + (Q)SQ + (R)SR, 



dans laquelle 



d. 



dT 



dT 



/ n\ , dT 

( p ) = n? + ? S? 



— r 



,,dr_ 

<tï 

dT 



,dV 



dT 

T, 

nàr 



+ «-ar+>"y+r -r 



d ' dq , dT dT 
(Q) = + r lü-P-A7 



dp 

, dv 



d dT 

dr , dT dT 
dt P dq 1 dp 



ç,dV „dV „iV 

-K i? — * -jy-Z : 



5 r 1 



dr 

,, dF 



+ aHr 

(p) = 



dr ,„dr r ,„dv 

W~~ 37 ; 2? ’ 



+ ç <#'+" rf,' + ^ 2T 5 <«■ *• ç 2Ç- 

Et comme les trois quantités SP, SQ, SR sont indépendantes 
entr’elles, et en même temps arbitraires, on aura donc ces trois 
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équations particulières (P) = o , (Q) = o , (R) = o , lesquelles 
étant combinées avec les six équations de condition entre les 
neuf variables £', etc. (art. 5), serviront à déterminer cha- 
cune de ces variables. 



On peut mettre, si l'on veut, sous une forme plus simple les 
ternies de ces équations dépendons de la quantité y. Car puisque 
y=SUDrn , on aura (à cause que le signe «S 1 ne regarde point 
les variables Ç", etc.), 



?'w = S S" Tt Dm > 



m" an — .e," a 



17' 



— Sn ' Dm , etc. ; 



et comme n est une fonction algébrique de d£' 4 - b%’ -f- c?"', 
a*' ■+ byi" cm'", aÇ 4 - iÇ" + dj", il est aisé de voir qu'en feisant 
varier séparément a , b , c, on aura 



1 1 r ttt dn 




wi, </n 1 jf dn , f/n 

5 



4* 



rfn 

C S6 ’ 



et ainsi de suite ; de sorte qu 



un Î1UIU 






„</^ 

4* 



vr dr 

« SP 



,</£ 

rfn 






_ S" dy _ r" H 

* W 37 t* di 



, v /« 1 r 

+ * 4 :r+ rfT J? 

dn 



-, dy 



d? 



î)®». 



3? 



, <//' d/' ,„</r dv 

* 37 ~ ; rfp * W~ ^ ~ ; 

= ‘ y ( c £- a ï) z?,n 

«" Jy an * an „< dy —r an 

‘ + * </,' + ^ * di° * 37 ^ di' 



= s(aÿ-ba)Dm. 

« 

Mais si cette transformation simplifie les formules , elle ne sim- 
plifie pas le calcul, parce qu’au lieu de l’intégration unique con- 
tenue dans V, on en aura trois à exécuter. 



a3. Lorsque les distances des centres des forces au centre du 

corps 
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corps sont très-grandes vis-à-vis des dimensions de ce corps, on 
peut alors réduire la quantité n en une série fort convergente 
de termes proportionnels aux puissances et aux produits de a, 
b, c, de sorte que l’intégration SUDm n’aura aucune difficulté: 
c’est le cas des planètes en tant qu’elles s’attirent mutuellement. 

Si la force attractive P est simplement proportionnelle à la dis- 
tance p, ensorte que P = kp , k étant un coefficient constant , 

le terme fPdp de la fonction n (art. 18) devient = et comme 

p est exprimé en général par y/[(x — f)‘- f- (/—,?)* 4- (a — A)"] , en 
désignant f, g , h les coordonnées du centre des forces ; le terme 

dont il s’agit donnera ceux-ci : - [{x—f )'■+-( y — g)' -f- (z — A)*]. 

Donc substituant pourx, y, z leurs valeurs y+>t, z'-f-Ç', 

multipliant par Dm , et intégrant selon S, on aura dans la va- 
leur de y =1 SUDm les termes suivans : 

; (*'- *)*] SDm 

+ k{x! — f)S%Dm 4- k(y’ — g)S*Dm-\-k(z! — h'jSÇDm 

4- l S(£+*' + t‘)Dm. 

Or Ç=a?'4-èr+cç"', i==ai'4- Ai"4- c*'", f =a£'4-AC'4- c£'"; 
donc , S%Dm— %'SaDm •+■ Z"SbDm 4- %"ScDm , et ainsi des autres; 
et S[ $*4- 4- C )Dm = (a*+ A* - f- c?)Dm ( art. 5 ) , = à une 
coustante que nous désignerons par JS. 

Mais sion prend pour le centre arbitraire du corps, son centre 
même de gravité, on a alors 

Sa Dm =s o, SbDm = o, ScDm — o, 

comme nous l’avons déjà vu ci-dessus (art. xg). Ainsi dans ce cas 
Méc. anal. Tom. II. 3 1 
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la quantité /''ne contiendra, relativement à la force dont il s’agit, • 

que les termes 

* [(*'-/)• + (y' -s)' ■+■ V- m + 1 E-, 

djr rfy 

de sorte que toutes les différences partielles etc. seront 

nuUes. 

D’où il s’ensuit que l’effet de cette force sera nul par rapport 
au mouvement de rotation autour du centre de gravité. 

Et commme l’expression précédente au terme constant ^ 

près, est la même chose que si tout le corps était concentré dans 
son centre, auquel cas x = x', y —y', z = z', on aura pour le 
mouvement progressif de ce centre, les mêmes équations que si 
le corps était réduit à un point; car les différences partielles de 
relativement aux variables x', y', z', seront les mêmes que dans 
cette hypothèse. 

Si on veut considérer le corps comme pesant, en prenant la 
force accélératrice de la gravité pour l’unité, et l’axe des coordon- 
nées z dirigé verticalement de haut en bas , on aura P = 1 et 

p — h — z; donc fPdp = h — z — h — z' — a£' — bÇ " — de 
sorte que la quantité Z'' contiendra, à raison de la pesanteur du 
corps, les termes 

(h — z')SDm — ÇSaDm — Ç'SbDm — C&Dm. 

Ainsi si le centre du corps est pris dans son centre de gravité, 
les termes qui contiennent les variables Ç', £", etc. disparaîtront, 
et par conséquent l’effet de la gravité sur la rotation sera nul , 
comme dans le cas précédent. La valeur de V, en tant qu’elle est 
due à la gravité, se réduira alors à (A — z ')SDm, c’est-à-dire, à 
ce qu’elle serait si le corps était réduit à un point , en conservant 
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sa masse SDm ; donc aussi le mouvement de translation du corps 
sera le même que dans ce cas. 



$ III. 

m 

Détermination du mouvement d’un corps grave de figure quelconque. 



a4. Ce problème, 'quelque difficile qu’il soit, est néanmoins 
un des plus simples que présente la Mécanique, quand on con- 
sidère les choses dans l’état naturel et sans abstraction ; car tous 
les corps étant essentiellement pesans et étendus, on ne peut les 
dépouiller de l’une ou de l’autre de ces propriétés sans les dé- 
naturer, et les questions dans lesquelles on ne tiendrait pas 
compte de toutes les deux à-la-fois , ne seraient par conséquent 
que de pure curitfsité. 

Nous commencerons par examiner le mouvement des corps 
libres, comme le sont les projectiles; nous examinerons ensuite 

celui des corps retenus par un point fixe, comme le sont les 
pendules. 

Dans le premier cas on prendra le centre du corps dans son 
centre de gravité , et comme alors l’effet de la gravité est nul sur 
la rotation , ainsi qu’on vient de le voir , on déterminera les lois 
de cette rotation par les trois équations suivantes (art. aa) : 



. dT 

a 'W . dT 

== ° 



< 2 . 



dt 

dT 



dq 



~dï , dT _ dT _ 

dT + r 1ï~P~dï — 



d. 



dT 



-Ter+PTq—tw — 
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en supposant (art. 21) 
dp 

P=dl’ ï 



dÿ. _ dR 

dt » T — dt’ 



et 



T = i (^/>* 4 - Bg* H- Cr*) — Fqr — Gpr — Hpq. 



A l’égard du centre même du corps, il suivra les lois connues 
du mouvement des projectiles considérés comme des points; ainsi 
la détermination de son mouvement n’a aucune difficulté , et nous 
no nous y arrèterpns point. 

Dans le second cas, on prendra le point fixe de suspension 
pour le ceutre du corps , et supposant les coordonnées 2 verticales 
et dirigées de haut en bas , on aura (art a 3 ) 

(h — z’ySD/n — Ç’SaDm — Ç'SbDm — ?"SeDm ; 
d’ou l’on tire 

~ = — SaDm, ^ =—SbDm , ^ — ScDm , 

et toutes les autres différences partielles de V seront nulles; de 
sorte que les équations pour le mouvement de rotation seront 
(art. 22) , 



d dT 

~ CSbDm + ÇIScDm = 0 } 

L— / 

-JT + r ^—p d -^ — K'ScDm ■+■ C'SaDm = o l (B), 

d dT 'I 

-f - c ,SaDm + ? SbDm = 0 J 

les quantités SaDm, SbDm, ScDm devant être regardées comme 
des constantes données par la figure du corps, et par le lieu du 
point de suspension. 
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a5. La solution du premier cas, où le corps est supposé entière- 
ment libre , et où l’on ne considère que la rotation autour du ceutrc 
de gravité, dépend uniquement de l’intégration des trois équa- 
tions (A). . 

Or il est d’abord facile de trouver deux intégrales de ces équa- 

d7' dT dT 

tions ; car i\ si on les multiplie respectivement par 

et qu’ensuite on les ajoute ensemble , on a évidemment une équa- 
tion intégrable, et dont l’intégrale sera 

(£)■+(£)■+(?)'=/■, 

/• étant une constante arbitraire. 

a”. Si on multiplie les mêmes équations par p, q, r, et qu’on 
les ajoute ensemble, on aura celle-ci : 



, dT , , dT . , dT 

P d -Sf + ( l d --dï + rd ~37 ~ °> 



dq 



laquelle, à cause que T'est une ibnetion de p, q, r uniquement, 

dT , , dT 

-dp d P + rf? 



d'p J'J' rf'f 1 

et que par conséquent dT=- - dp + -j- dq dr, est aussi 



intégrable, son intégrale étant 

dT 
dq 



dT , dT , dT „ 

+ T — h, 



h’ étant une nouvelle constante arbitraire. 

dT dT dT 

En mettant dans ces équations , au lieu de T, , 

leurs valeurs , on aura deux équations du second degré entre p , 
q, r, par lesquelles on pourra déterminer les valeurs de deux de ces 
variables en fonctions de la troisième ; et ces valeurs étant ensuite 
substituées dans une quelconque des trois équations (A ) , on aura 
une équation du premier ordre entre t et la variable dont il s’agit j 
ainsi on pourra connaître par ce moyen les valeurs de p, q, r 
en t. C’est ce que nous allons développer. 
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Je remarque d’abord qu’on peut réduire la seconde des deux 
intégrales trouvées, à une forme plus simple, en faisant atten- 
tion que puisque T est une fonction homogène de deux dimensions 
de p, q, r, on a par la propriété connue de ces sortes de fonctions, 



P 



dT , dT 

nr'-r 



dq 




ce qui réduit l’équation intégrale dont il s’agit à T—h‘, laquelle 
exprime la conservation des forces vives du mouvement de 
rotation. 

Je remarque ensuite que comme la quantité 




est équivalente à celle-ci : 

laquelle devient f l {p'+q'-\-r‘) — 4 A 4 ; en vertu des deux inté- 
grales précédentes, on aura une équation différentielle plus simple, 

. # dT dT dT 

en ajoutant ensemble les carrés des valeurs d ecf.-^- , d .-^ , rf.-y 

dans les trois équations différentielles {A), équation qu’on pourra 
ainsi employer à la place d’une quelconque de celles-ci. 

De cette manière la détermination des quantités p, q, r en t , 
dépendra simplement de ces trois équations : 

(■'f)+(' , 'f)+(‘ , ï)'= w-(r+ r+ r) - 

dans lesquelles 

T— (Ap'+Bq'-h cr) —Fqr — Gpr—Hpq. 
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a6. Cette détermination est assez facile, lorsque les trois cons- 
tantes F, G, H sontnulles; car on a alors simplement 



donc 



r= '-^P'+Bq'+cry, 



dT 

-j- = 



dT „ 



dT — Cr. 

SP = Cr > 



de sorte que les trois équations à résoudre seront de la forme 
suivante : 



s4p’ 4- Bq * + Cr* = a A*, 
st'p'+ B‘q‘+ C*r*= /*, 

+ =/ . (p . +q . + r) _ ih , 

Si donc on fait p'-j-q‘-+- r* = u, et qu’on tire les valeurs de 
P> ?> r t de ces trois équations : 



P'+ q' 4- r* =«, 
sip' 4- Bq * 4- Cr* = a A*, 
sty+ B’q‘ 4- C*r*= y*, 

on aura 

_ gCu- a A4 /7 + C)+/‘ 

^ — B) \A — C) » 

_ + 
v {B — A){B — C) » 

r* = gft‘M+J) + /* . 

(C— A)(c=rF> » 

ces valeurs étant substituées dans l’équation différentielle ci- 
dessus, le premier membre de cette équation deviendra, après 
les réductions, 

A‘B‘C'(4h’—f‘u)du‘ 

4[flCu— aft‘(iï+C)+/*] lACu—*h\A+C)+f'] [AB u — a k'(A+B)+f V r> 

et le second membre deviendra /‘u — 4/j*, de sorte qu’en divisant 
toute 1 équation par f'u, — 4A*, et tirant la racine carrée , on 
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aura enfin 



ABCdu 

nV'—Û 1 Cü—3h’{Ii+Q +f‘j [ACu— aA*(^+Q+/‘] [_A/}u—zh\Â+B)+f‘y 



d’où l’on tirera par l’intégration t en u , et réciproquement. 



37. Supposons maintenant que les consl antes F, G, H ne soient 
pas nulles, et voyons comment on peut ramener ce cas au précé- 
dent, au moyen de quelques substitutions. 

Pour cela je substitue à la place des variables p, q, r, des fonc-' 
tions d’autres variables x, y , z, qu’il ne faudra pas confondre 
avec celles que nous avons employées jusqu’ici pour représenter 
les coordonnées des diiférens points du corps; et je suppose d’abord 
ces fonctions telles, que l’on ait />'-}- ç‘+ r* = z*. Il est 

évident que pour satisfaire à cette condition, elles ne peuvent être 
que linéaires, et par conséquent de cette forme : 



p=p'x+py-hp"‘z, q — q'x+q'y+q'"z, r=r'x+T J 'y+T J "z. 

Les quantités p', p", p'", q', etc, seront des constantes arbitraires 
entre lesquelles, en vertu de l’équation />*-+• ç*-f-r* = x’-f-y’-f-z*, 
il faudra qu’il y ait les six équations de condition que voici : 



p'‘+ q“+ r“ =1 , p’ 1 ' -f- q'* + r"* = 1 , p'"‘+ q'"‘ 4- r"’‘=i , 
p'p'’+q'q"+r'r”=o, p'p’"+q'q"'+i J r'"=o, p"p'"+q"q"'+T J Y"=o i 



de sorte que comme les quantités dont il s’agit sont au nombre 
de neuf, après avoir satisfait à ces six équations , il en restera 
encore trois d’arbitraires. 

Je substituerai maintenant ces expressions de p, q, r dans la 
.valeur de T, et je ferai ensortc, au moyen des trois arbitraires 
dont je viens de parler, que les trois termes qui contiendraient 
les produits xy, xz,yz disparaissent de la valeur de T, ensortc 

que cette quantité se réduise à cette forme - — — * . 

Mais 
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. Mais pour rendre le calcul plus simple, je substituerai immédia- 
tement dans cette formule les valeurs de x,y, 2 en p, q, r, et 
comparant ensuite le résultat avec l’expression de T, je détermine- 
rai non-seulement les arbitraires dont il s’agit, mais aussi les in- 
connues a, P, y. Or les valeurs ci-dessus de p, q, r étant mul- 
tipliées respectivement par p', q', r 1 , par p", q", r", et par p'", 
q'", r"', ensuite ajoutées ensemble, donnent sur-le-champ, en 
vertu des équations de condition entre les coeflicicns p\ p ", etc., 

x=p'p-\ r q'q+i J r, y =p"p+q"q+r J 'r, z=p'"p+q"'q+r’"r-, 

la substitution de ces valeurs dans la quantité , et la 

comparaison avec la valeur de T de l’article a5, donnera ainsi 
les six équations suivantes : 

*p" + Pp"‘ -4- yp"“ = A , 

ri' + N" + ri"' = B , 

ar'* -f- P r”‘ + yr J "‘ = C, 
aq'r’ -f- Pq"r'' -\-yq'"r"'= — F, 

*pY -f- Pp"r " •+- > p'"r"'= — G , 
ap'q’+ppY+yp’"q'"=x _ H, 

qui serviront à la détermination des six inconnues dont il s’agit. 

Et cette détermination n’a même aucune difficulté; car si on 
ajoute ensemble la première équation multipliée par p', la sixième 
multipliée par q', et la cinquième multipliée par r', on a, en 
vertu des équations de condition déjà citées, 

ap'= Ap’ — Hq ' — Gf ; 

en ajoutant la seconde , la. quatrième et la sixième , multipliées 
respectivement par q', r', p', on aura pareillement 

aq' = Uq' — F/ — II p' ; 

Méc. Anal, Tom. II. 
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ajoutant enfin la troisième, la cinquième et la quatrième, multipliée^ 
respectivement par ri, p', q', on aura 

ar 1 = Cr 1 — Gp 1 — Fq' -, 



et ces trois équations étant combinées avec l’équation de condition 
p'‘ + ?'* -i- ri* = i, 

serviront à déterminer les quatre inconnues a. , p', q', ri. 

Les deux premières équations donnent 



f/G + FU-.) 

* ~ FH+ G (B — 4 j "> 



, _ M )-//■ 

— FU+G(B—) F y 



substituant ces valeurs dans la troisième, on aura, après avoir 
divisé par p', cette équation en a. , 

— jF* (* — A) — G* (* — 5) — //* (a— C) + iFGTI = o , 
laquelle étant du troisième degré, aura nécessairement une racine 
réelle. 

Les mêmes valeurs étant substituées dans la quatrième équa- 
tion, on en tirera celles de p', q', ri en a, lesquelles, en faisant 
pour abréger, 

(«) =vT(^-«) («—) -h'+J1G-\- F(A-.)'+ fh + , 

seront exprimées ainsi : 

p = « — ' 9 w * « • 

Si on fait de nouveau les mêmes combinaisons des équations 
ci-dessus, mais en prenant pour multiplicateurs les quantités p", 
q", ri', à la place de p 1 , q 1 , ri, on en tirera ces équations-ci : 



P p" = Ap" — Hq" — GF, 
P q" = Bq" — FF — Hp", 
PF = CF — Gp" — /y', 
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qui, étant jointes à l’équation de condition p"‘-\- t" % — 1 , 

serviront à déterminer les quatre inconnues /3, p", q", p'- c t 
comme ces équations ne different des précédentes qu’en ce que 
ccs inconnues y sont à la place des premières inconnues a, p', 
q 1 , P, on en conclura sur-le-champ que l’équation en /3, ainsi 
que les expressions de p ", q", r" en /3, seront les mêmes que celles 
que nous venons de trouver en a. 

Enfin si on réitère les mêmes opérations, mais en prenant p'", 
q'", P" pour multiplicateurs , on trouvera de même les trois 
équations 

yp m = Ap m — Hq'" — GP", 
yq'" = Bq'" — Fr"' — Hp'", 
y P" — CP" — Gp'" — Fq"‘, 

auxquelles on joindra l’équation p'"‘+ q’" % -\~ P"' = 1 ; et comme ces 
équations sont en tout semblables aux précédentes, on en tirera 
des conclusions analogues. 

On conclura donc, en général, que l’équation en a. trouvée ci- 
dessus, aura pour racines les valeurs des trois quantités a, fl, y ) 
et que ces trois racines étant substituées successivement dans les 
expressions de p\ q', r' en «, on aura tout de suite les valeurs 
dt p , q , P, de pf , q r , et de p'", q"', p"- } de sorte que tout 
sera connu moyennant la résolution de l’équation dont il s’agit. 

Au reste, comme cette équation est du troisième degré, elle 
aura toujours une racine réelle, qui étant prise pour a, rendra 
aussi réelles les trois quantités p', q 1 , p. A l’égard des deux autres 
racines 0 et y, si elles étaient imaginaires, elles seraient, comme 
l’on sait, de la forme b + cÿ—i et b — cp’-i- de sorte que les 
quantités p", q", p' qui sont des foncüons rationnelles de /3, se- 

raieut aussi de ces formes, m+n / — i , m'+n’y' — 1 , i- 

ct les quantités p"', q'", P", qui sont de semblables fonctions de y,sc- 
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raient des formes réciproques m—n y/— i , m'—n' y /— j , m"—n" y /— 1 5 
donc l’équation de condition p"p'"-A-q"q"'-\-r J 'r / " — o, deviendrait 
m* + + = o, et par conséquent impos- 

sible tant que m , n, m', n', m", n" seraient réelles ; d’où il s’en- 
suit que /S et y ne peuvent être imaginaires. • 

Pour se convaincre directement de cette vérité , d’après l’équa- 
tion même dont il s’agit, je mets cette équation sous la forme 

„_l î '(—*0 + G* (•-*) — aFGH 
— ’ 

j’y substitue successivement, au lieu de a, les deux autres racines 
/3 et y, et je retranche les deux équations résultantes l’une de 
l’autre ; j’aurai, après les réductions et la division par /3 — y, cette 
transformée 

[(/3 —A) (£ — B) — H‘] {(y~H) (y- B)- H‘] 

-f {F‘+G')^y — (UF+BG'-i-aFGH) (P+y) 

4 - (F*+ G') H' - \-H'F + B'C,'+ aFGH (H+B) = 0 , 

laquelle est réductible à cette forme 

[(/3-^X/S-B) - //•] [(y — H){y—B) - IF] 

+ [F ( /9 - A ) - GU ] [ F ( y- A )- GII] 

-h [ G ( fi — B) — HF ][G(> — B) — UF]=o, 

qu’on voit être la même chose que l’équation p"p"‘-{-q"q"'-\-r"r"'=o, 
et qui fournit par conséquent des conclusions semblables. 

Donc les trois racines a, /3, y seront nécessairement toutes 
réelles, et les neuf coefïiciens p', q', r', p", etc., qui sont des 
fonctions rationnelles de ces racines, seront réels aussi. 

28 . Nous venons de déterminer les valeurs de ces coeffi- 
ciens, ensorte que l’on ait p' -+- q' -f- r' = x* + y' + et 

T — ; or en faisant varier successivement p, q, r, 
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on aura, à cause que x,y, z sont fonctions de ces variables, 



riz 

’> z T P ’ 



dT dx . * rfy . dz 

— ** Tq + fy /g + > Z Tq » 

«iT’ <ir , rfy <is 

i =w î + ^i+^ïi 



mais xt=p'p+q'q+r'r, y=p"p+q[ , q+P'r, l=p'"p+q , "q+r / "r, 
comme on l’a déjà vu pl^ haut -, donc ~ —p\ j- — q\ — ^y 
^ = î » etc- > substituant ces valeurs , on aura donc 



dT 

-dp = P' a * + P"& + P'">Z y 

AT 

~3j — q'*x-hq"Py + q'"yz, 

dT 



-J 7 = r'-x + r"(iy + P"yz. 

De sorte qu’en vertu des équations de condition entre les 
coeffiriens p', q', P,p", etc., on aura 

(&+<&+(&— ~+*r+y*. 



et 



( d -ifc) + ( d ■!%)'+ ( d - w)'= a ' dx ‘ + Q' d y % + >•**• 

Par conséquent les trois équations finales de l’article a4 se ré- 
duiront à celles-ci : 



ax' + £ y‘ + yz * 
a’x‘+ P‘y'+ y ‘z’ 

m'dx' ■+ fj'-dy -f y 

Jx* 



= ïh% 

=/•, 

=f t (x‘+y+z')—ih*, 



lesquelles sont , comme l’on voit , tout-à-fait semblables à celles 
de 1 article a5, les quantités x , y, z, « , j3, y répondant aux quao- 
tités p, q, r, A, B , C. 
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D’ou il suit que si on fait , comme dans l’article cité , 

« = P' + q' 4- r* = ** -+• y' + '=*, 
on aura cnü'e les variables x, y, z, u, t, les mêmes formules 
que l’on avait trouvées entre p, q, r, u, t, en changeant seule- 
ment , B, C en «, / 3 , y. 

Ayant ainsi les valeurs de x, y, z en u ou t, on aura les va- 
leurs complètes de p, q, r par les formules de l’article 37. 

39. Les quantités p, q,r 11e su (lisent jfcs pour déterminer toutes 
les circonstances du mouvement de rotation du corps, elles ne servent 
qu’à faire connaître sa rotation instantanée. En effet, puisque 

dP dQ dl l , . j , . p 

p = 21 > ? = , r — yf ■> w s ensuit de ce qu on a vu dans lar- 

ticle io , que l’axe spontané de rotation , autour duquel le corps 
tourne à chaque instant, fera avec les axes des coordonnées a, 
b, c, des angles dont les cosinus seront respectivement 

vw+f+V ) - ’ Vÿ+V+o » el quc * v!lessc an ‘ 

gulairc autour de cet axe sera représentée par 

Pour la connaissance complète de la rotation du corps, il faut 
encore déterminer les valeurs des neuf quantités g', etc., 

d’où dépendent celles des coordonnées Ç , » , £ , lesquelles donnent 
la position absolue de chaque point du corps dans l’espace , rela- 
tivement au centre de gravité regardé comme ipniobile (art 17); 
c’est ce qui demande encore trois intégrations nouvelles. 

Pour cet effet, je reprends les fonnules différentielles de l’ar- 
ticle i 3 , et mettant pdt, qdl, rdt, au lieu de dP , dQ, dR, 
j’ai ces équations r 

dû + (??"'- r?')de = o' j 

d?+(r? - P r)dt = o [ (C), 

dT+ (P?‘— ) dt = o J 
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et autant d’équations semblables en et en £', Ç", en 

changeant seulement g en * et en £. 

Ces équations étant comparées avec les équations différentielles 

* AT AT AT 

{A) de l’article 24, entre les quantités il est visible 

qu’elles sont entièrement semblables, de sorte que ces quantités 
répondent aux quantités £', £", comme aussi aux quantités 
n', et aux quantités £', 

D’où je conclus que ces dernières variables peuvent être re- 

AT AT 

gardées comme des valeurs particulières des variables -j - , — , 

et qu’ainsi, puisque les équations entre ces variables sont 

simplement linéaires, on aura, en prenant trois constantes quel- 
conques l, m, n, ces trois équations intégrales complètes : 

% = + ™l -h n? 

d J- = lÇ'+ mn" + nC 

/«»'"-+- nÇ" 

or en combinant ces trois équations avec les six équations de 
condition entre les mêmes variables s', etc., il semble qu’on 
pourrait déterminer ces variables, qui sont en tout au nombre de 
neuf; mais en considérant de plus près les équations précédentes, 
il est facile de se convaincre qu’elles ne peuvent réellement tenir 
lieu que de deux équations; car en ajoutant ensemble leurs carrés, 
il arrive que toutes les inconnues Ç', etc. disparaissent à- 

la-fois, en vertu des mêmes équations de condition ( art. 5); de 
sorte que l’on aura simplement l’équation 

(f )■+(£)+(£ )•=/■+*•+»•, 
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laquelle revient, comme l’on voit, à la première des deux inté- 
grales trouvées plus haut (art. a5) ; et la comparaison de ces équa- 
tions donne f' — 7* -f- m‘ -+• n‘, ensorte que parmi les quatre 
constantes f, l, m,n il n’y en a que trois d’arbitraires. 

D’où l’on doit conclure que la solution complète demande en- 
core une nouvelle intégration, à laquelle il faudra employer une 
quelconque des équations différentielles ci-dcssus, ou une combi- 
naison quelconque de ces mêmes équations. 

3o. Mais on peut rendre le calcul beaucoup plus général et plus 
simple , en cherchant directement les valeurs des coordonnées 
mêmes Ç, s, Ç, qui déterminent immédiatement la position abso- 
lue d’un point quelconque du corps , pour lequel les coordonnées 
relatives aux axes du corps sont a, b, c. 

Pour cela, j’ajoute ensemble les trois équations intégrales ( D ) 
trouvées ci-dcssus, après avoir multiplié la première par a, la 
seconde par b, la troisième par c, ce qui donne (art. 1 ) cette 
équation 




Or on a déjà, par la nature des quantités Ç, s, £ (art. 5), 

?* + »•+£' = o'+ b * + c*. 

Enfin on a aussi (art. i4), en mettant pdt, qdt , rdt au lieu 
de dP, dQ, djR, et faisant a, b, c constans, 

-~ 7 i.— = («? — br)‘ + {ar — cpY + ( bp — aq)\ 

Ainsi voilà trois équations d’où l’on pourra tirer les valeurs de 
0, w, Ç, moyennant une seule intégration. 

Ensuite, si on voulait connaître séparément les valeurs de (•', 
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■»', Ç'> ?“> etc., il n’y aurait qu’à supposer dans les expressions 
générales du Ç , »,Ç lés constantes a= 1 , 6 = 0 , c=o, ou a = o, 
b=i, c— o, ou a = o, b=o, c = 1 . 

Supposons, pour abréger, 






dr 



dT 



r u * , s ai ,1 

z,_ a '3?' +6 '^“ , ' c '3r» 

.Af = a* 4- ** 4- c*, 

N = (cq — br) A 4- (ar — qp)‘ 4 - (bp — aq)’; 
on aura donc à résoudre ces trois équations , 



1% 4- WW 4- nÇ = L, 

? 4- »* 4- f = M, 

dp + dp + dp _ xr 

g-j XV , 

dans lesquelles Af est une constante donnée, L, AT sont suppo- 
sées connues en fonctions de r, et /, m, n sont des constantes 
arbitraires. 

J'observe d’abord que si / et m étaient nulles à-la-fois, la pre- 
mière équation donnerait Ç = — ; et cette valeur étant substituée 
dans les deux autres, on aurait 



4-«* = M-~, 



L' dp + dp 



df 



= N — 



dL' 

n'd? 



équations très-faciles à intégrer, en faisant Ç =p cos 8 , » =p sin9, • 

ce qui les change en ces deux-ci : 



p = M-~ '^+*1- N- — 

p M n*> dt‘ — iV n‘dP > 



dont la première donnera la valeur de p, et la seconde donnera 
l’angle S par l’intégration de cette formule 



<f0= j \J~N 
]\Llc. anal. Tum. II. 



ht 

ri'fU * 



W 

dl 1 ' 
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Supposons maintenant que l et m ne soient pas nulles , et 
voyons comment on peut réduire ce cas au précédent. Il est clair 
que si l’on fait /£ -f- mx = x v'7* -f- w*, ml; — h — r\//*-+- m‘, 
on aura également j'* + x* = x*-|-.y* et d^' -f- <fx* = dx‘ -f- dy ' ; 
ainsi les équations proposées se réduiront d’abord à cette forme , 

X v / /* -I- rn‘ ■+■ = L , 

. x'+y'+? = M t 

^ +Jr±.^ = N . 

Si on fait ensuite 

x V'/‘ -f- m‘ -f- «£ = r \//* + m* + n', 
nx — Ç s/l' -+• m' = u Vl' + m'- f- n', 

on aura encore x’ + C = 2 ‘ + u* et dx' -f- dÇ' — dz' + du'] donc 
on aura ces transformées , 

z s/l' -h m' -I- n' = L, 
u' +y* H- z* = M, 

du' ■+• rfy* 4- «f** xr 

a,. ■«> 

qui sont, comme l’on voit, entièrement semblables à celles que 
nous venons de résoudre ci-dessus ; ensorte qu’on aura pour u , 
y, z les mêmes expressions que nous avons trouvées pour £, x, 
f, en y changeant seulement n en V7*-f- m‘ + n'. 

Ces valeurs étant connues, on aura les valeurs générales de 
x, £ par les formules 

y Ix -f- my mx — /y „ nx — u / /' + m' 

’ V /' m* ’ " -f- m‘ ’ ’ y F+m* + i»* 

5i. Telle est, si je ne me trompe, la solution la plus générale, 
et en même temps la plus simple qu’on puisse donner du fameux 
problème du mouvement de rotation des corps libres; elle est ana- 
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logue à celle que j'ai donnée dans les Mémoires de l’Académie de 
Berlin pour 177a , mais elle est en meme temps plus directe et plus 
simple à quelques égards. Dans celle-là je suis parti de trois équations 
intégrales qui répondent aux équations (Z?) de l’article 39 ci-dessus, 
équations qui m’avaieutété fournies directement par le principe connu 
des aires et des momens, et auxquelles j’avais joint l’équation des 
forces vives T— h' (art. 34). Ici j’ai déduit toute la solution des trois 
équations différentielles primitives, et je crois avoir mis dans cetto 
solution, toute la clarté, et (si j’ose le dire) toute l’élégance dont elle 
est susceptible; par cette raison je me flatte qu’on ne me désapprou- 
vera pas d’avoir traite de nouveau ce problème, quoiqu’il ne soit 
guère que de pure curiosité , surtout si , comme jo n’en doute pas, 
il peut être de quelqu’utilité à l’avancement de l’Analvse. 

Ce qu’il y a, ce me semble, de plus remarquable dans la so- 
lution précédente, c’est l’emploi qu’on y fait des quantités £', 

Ç', etc. , sans connaître leurs valeurs, mais seulement les équa- 
tions de condition auxquelles elles sont soumises, quantités qui dis- 
paraissent à la fin tout-à-fait du calcul; je ne doute pas que ce genre 
d’analyse ne puisse aussi être utile dans d’autres occasions. 

Au reste, si cette solution est un peu longue, on ne doit l’im- 
puter qu’à la grande généralité qu’on y a voulu conserver ; et l’on 
a pu remarquer deux moyens de la simplifier, l'un en supposant 
les constantes F, G, H nullcs (art. 35), et l’autre en faisant nulle» 
les constantes / et ni (art. 3 o). 

La première de ces deux suppositions avait toujours été regar- 
dée comme indispensable pour parvenir à une solution complète 
du problème, jusqu’à ce que je donnai, dans mon Mémoire de 
1773, la manière de s’en passer; cette supposition consiste, en 
effet, «à prendre pour les axes des coordonnées a , b, c, des droites 
telles que les sommes SabDm, SacDm, SbcD/n soient nulle» 
(art. 19); et Euler a démontré le premier que cela est toujours pos- 



s»6o mécanique analytique. 

îiblc , quelle que soif la figure du corps, et que les ares ainsi 
déterminés, sont des axes de rotation naturels, c’est-à-dire, tels 
que le corps peut tourner libremenfautour de chacun d’eux. Mais 
quoiqu’on puisse toujours trouver des axes qui aient la propriété 
dont il s’agit, et que d’ailleurs la position des axes du corps soit 
arbitraire, il n’est pas indifférent d’avoir une solution tout-à-fait 
directe et indépendante de ces considérations particulières, 
i La seconde des deux suppositions dont il s’agit dépend de la 
position des axes des coordonnées £, » , Ç, dans l’espace , position 
qui, étant pareillement arbitraire, peut toujours être supposée 
telle que les constantes l et m deviennent nulles, comme on peut 
s’en convaincre directement, d’après les expressions générales de 
J-, n, f que nous avons trouvées. • 

3a. En supposant F, G, H nulles, on a, comme on l’a vu dans 
l’article 4a, 



dT . dT „ dT _ 

= ^P> -af = Bq, -j- = Cr, 



et ces valeurs étant substituées dans les trois équations différen- 
tielles (A ) , il vient celles-ci : 

dp -j- — qrdt = o , dq-t-^^prdt=o, dr+ ^Apqdt—o, 



lesquelles s’accordent avec celles qu’Euler a employées dans la 
solution qu’il a donnée le premier de ce problème (voyez les Mé- 
moires de l’Académie de Berlin pour 1758); pour s’eu convaincre, 
il suffira d’observer que les constantes A , B, C(art. 19) ne sont 
autre chose que ce qu’Euler nomme les momens d’inertie du 
corps autour des axes des coordonnées a, b , c, et que les va- 
riables p,q, r dépendent du mouvement instantané et spontané 
de rotation, de manière que si on nomme a, /3 , y les angles 
que l’axe autour duquel le corps tourne spontanément à chaque 
instant , fait avec les axes des a, b, c, et f la vitesse angulaire do 
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rotation autour de cet axe, on a (art. 29), 

p=p cos a, q = pcos0, r = p cos y. 

À l’égard des autres équations d’Euler, lesquelles servent à dé- 
terminer la position des axes du corps dans l’espace , elles se rap- 
portent à nos équations (C) de l’article 29. En effet, comme les 
neuf quantités £', Ç", etc. ne sont autre chose que les coor- 
données rectangles des trois points du corps, pris dans scs trois 
axes, à la distance 1 du centre (ce qui suit évidemment de ce 
que ces quantités résultent des trois £, s, Ç, en y faisant succes- 
sivement a = i, b — o, c =0, ensuite a — o, 6 = 1, c= o, et 
enfin a = o, b — o, c= 1), il est clair que si on désigne, avec 
Euler, par /, m, n les complémcns des angles d’inclinaison de 
ces axes sur le plan fixe des £ et jt , et par A, /*, » les angles que 
les projections des mêmes axes font avec l’axe fixe des § , on aura 
ces trois expressions, 

Ç' = cos/, s' es sin / sinA, = sin / cos A, 

Ç“= cos ni , s''s= sin /nsinft, £''= sin mcospi, 

• Ç"'= cos n, *'"= sin n sin», Ç"'= sin n cos»j 

et par le moyen de ces substitutions, on trouvera aisément les 
équations auxquelles Euler est parvenu par des considérations 
géométriques et trigonométriques. 



35 . Au reste, en adoptant à-la-fois les deux suppositions de jF, 
G, H nulles, et de /, ni nulles aussi, on aura la solution la plus 
simple par les trois équations (D) de l’article 29 , en y substituant 
les valeurs de £', £", et de p, q, r en <p, 4» « ( art. 7, 20 ) ; car 
on aura de cette manière ces trois équations du premier ordre, 



sin? sin « l'M- cos pd* 
dt 

coj p sin •r/v' — si n pds 
dt 

n dp +co)md'l 

L _ 



nsimp sin a», 
h cos <p sin a», 
Il COS 0> j 



* 
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lesquelles se réduisent évidemment à celles-ci : 



ndt — Ad-\ = 
■ ndt — Bd-^ — 



Adm 

tang 9 ainai 9 
li tang çrfàt 

»in« 9 



ndt — Cd-\ — 



C,!<p 



Or si on élimine dt et (LJ.» en a ) oulant ensemble ces trois 
équations, après les avoir multipliées respectivement par C — B, 
A — C, B — A , on aura l’équation 



A(C-B) 



lang^aiu * 



■ B(A-C) ’- a ; n f n f * + C(B-A) 



dç 

COâ * ' 



laquelle se réduit à cette forme, 

co« ètdtà C (B—À)dQ 



où les variables sont séparées. 

Le second membre de cette équation se change en 



ou encore en 



C(fl — A) sin ç> ros çctf 
lj{A — 6')sin f' — A[C — B) coaÿ* ’ 

C ( B —A) sin aprf» 

a AB — C(A + H) + C (U — A) cos 29 ' 



donc , en intégrant logarithmiquement , et passant ensuite des lo- 
garithmes aux nombres, on aura 

a AB — C{A -f- B) + C(J3 — A) cos a? = ^ , 

/ ( 1 COS if \ 

K étant une constante arbitraire; or tang V = t / + C0I )'> 

donc substituant la valeur précédente, on aura 



tang f = 




iA(fl — O »in»’ — 

■j/J C C — A) siu»’ + 




« 



¥ 
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et mettant cette valeur de tang <p dans les deux premières équa- 
tions différentielles , on aura 



ndt-Jd±= ^y/( 

ndt- Bd4=-%± 



%B(C — #• -f- K 

9 Â(IJ — C) sin #• — À 
a/f(Æ— C) sin 0* — K 
W(C--A)% Ïnï~+K 



)■ 

)• 



équations où les indétenninées sont séparées et qui , étant inté- 
grées , donneront t et 4 en fonctions de a>. 

Celte solution revient à celle que d’Alembcrt a donnée dans le 
tome quatrième de ses Opuscules. 



3». Venons au second cas, où l’on suppose le corps grave sus- 
pendu par un point fixe , autour duquel il peut tourner en tout 
sens. En prenant ce point pour le centre du corps, c’esl-à-dire 
pour l’origine commune des coordonnées g, *, £ et a,b,c, et suppo- 
sant les ordonnées Ç verticales et dirigées de haut en bas, on aura 
pour le mouvement de rotation du corps, les équations (B) de l’ar- 
ticle aô . Ces équations sont plus compliquées que celles du cas 
précédent, à raison des termes multipliés par les quantités SaDm , 
SbDtn, ScD/n, lesquelles ne sont plus nulles lorsque le centre du 
corps, dont la position est ici donnée, tombe hors de son centre 
de gravité; on peut néanmoins encore faire évanouir deux de 
ces quantités, en faisant passer pur le centre de gravité l’un des 
axes des coordonnées a, b, c, dont lu position dans le corps est 
arbitraire, ce qui simplifiera un peu les équations dont il s’agit. 

Supposons donc que l’axe des coordonnées c passe par le centre 
de gravité du corps ; on aura alors, par les propriétés de ce centre , 
SaDm — o, SbDm — o , et si on nomme k la distance entre le 
centre du corps, qui est le point de suspension, et son centre de 
gravité, il est visible qu’on aura aussi S(c — k) Dm — o-, donc 
ScDm — SkDm — kSDm = km, en nommant m la masse du 
corps. 
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Faisant ccs substitutions et mettant K pour km, on aura les 
trois équations suivantes : 



-# 

? H 

dq , dT 

-7, + r W 



dT dT 

ï dr r dq 

dT 

■p 17 



KjC 






= o t 



(E), 



d. 



dT 

17 



dt 



dT dT 

P 17 —<l ~dp ~ ° 



dans lesquelles 



T— i (Ap‘ 4- J Bq* 4- Cr*) — Fqr — Gpr — Hpq. 



55. On peut d’abord trouver deux intégrales de ccs équations , 
en les ajoutant ensemble, après les avoir multipliées respectivement 
par p, q, r ou par Ç", Ç"\ car à cause de dÇ=(Ç’r — Ç’"q)dt, 
dÇ'=(Ç"p — Ç' r )dt, dÇ'"=(Ç'q — K'P) dt (art. 27 ), on aura ainsi 
les deux équations 



» dT . 1 dT . j dT 9- jy »/// 

P d -17 + <l d -dï + rd - 17- A # », 

y; j dT* « ytf j dT * y//f » d r | dT . dT . dT iytft 

ï d • 17 + < d • 17 + ? d • -5 7 + 1j7 d ^1q d ?+ 17^ 7=10 ' 

dont les intégrales sont 



dT , dT 

P 17 + ï 17 



dT 

r 17~ 



VI dT J y.; dT ^ d T 



r — kc = /, 



f et h étant deux constantes arbitraires. 

Il paraît difficile de trouver d’autres intégrales , et par consé- 
quent de résoudre le problème en général. Mais on y peut parve- 
nir 



1 



/ 
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nir en supposant que la figure du corps soit assujétie à des conditions 
particulières. 

Ainsi en supposant F—o, G = o, H=o, et de plus A —B, 
cLT dT 

on aura = Ap , -j- — Aq , et la troisième des équations (E) 

dT* » ' dT 

deviendra d.-^- = o, dont l’intégrale est -j- ~ const. 

Ce cas est celui où l’axe des ordonnées c, c’est-à-dire la droite 
qui passe par le point de suspension et par le centre de gravité, 
est un axe naturel de rotation, et où les momens d’inertie au- 
tour des deux autres axes sont égaux (art. oa), ce qui a lieu en 
général dans tous les solides de révolution , lorsque le point fixe 
est pris dans l’axe de révolution. I,a solution de ce cas est facile, 
d’après les trois intégrales qu’on vient de trouver. 

En effet , puisque T = CL. * j[ est visible que ces 

trois intégrales se réduiront à celte forme : 

. A(p‘ -l- q')+ Cr 1 — *XÇ'" = a/, 
A(tZ'p-K"q)+CCr = h, 
r = n, 

f, h, il étant de3 constantes arbitraires. 

Donc si on substitue pour Ç', Ç", et pour p, q, r leurs 
valeurs en fonctions de <?, 4» " (art. 7» *o), on aura ces trois 
équations , 

A -I- Cn‘ — aXcos » = af, 

A -h Cn cos et = h , 

d$> -f- COiwd'l' 

dt ~ — n > 

lesquelles ont , comme l’on voit , Pavantagc que le3 angles finis 4 
et <p ne s’y trouvent pas. 

Méc. anal. Tom. 1T. 



54 
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La seconde donne d’abord 

d^ h — Cn co s • 

dl j4z\nm % 9 

et cette valeur étant substituée dans la première , on aura 

j 

~~~ yistain «' (a \f — Oi" -f- a K cos «) — ( h — Cn co* «)' 3 ’ 

ensuite la seconde et la troisième donneront 

( h — Cn cos *)J» 

ùn *in *'(aj — Cn‘-i-aK cos«) — ( h — (Vico»»)‘] ’ 

Vn-h cos 0 -f* (£ — cos »*)<£» 

sin • V [A ain (a j— Cn * -f- a A cos *)—(//•— Cn cou * 

équations où les indéterminées sont séparées, mais dont Fintégra- 
tion dépend en général *dc la rectification des sections coniques. 

56. Reprenons les équations ( E) et substituons-y les valeurs de 
, -£■ cn p, q, rj elles deviendront 

d^rP^ = rü*l + (C-B)qr+ F(> q‘) - Gpq -4- Hpr+KK"= o, 

Biq-Fdr-Hd z + ^_ c)pr+ Q^s-^—Hqr+Fpq - KÇ=o, 

— ~-ÿ— C — + ( B—s4)pq+II(q’~-p') — Fpr -f -Gqrs=> o. 

Dans l’étal de repos du corps, les trois quantités p , q, r sont 
nulles, puisque \/(p'-+-q'+ r') est la vitesse instantanée de ro- 
tation (art. 99 ); donc on aura alors Ç" = o et £"=o; ensorte qu’à 
cause de £"*+£'"•== 1 , et par conséquent de f'"=i, l’axe 
des coordonnées t coïncidera avec celui des ordonnées c; c’est- 
à-dire que ce dernier axe qui passe par le centre de gravité du 
corps , et que nous nommerons dorénavant l’axe du corps, sera 
vertical, ce qui est l’état d’équilibre du corps; et cela se voit cn- 
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core mieux par les formules de l’article 7 , lesquelles donnent 
sinf sin<* = o, cos?sin<u=o, et par conséquent « = o, a étant 
l’angle des deux axes des coordonnées c et 

Si donc en supposant le corps en mouvement , ort suppose en 
même temps que son axe s’éloigne très-peu de la verticale, ensortc 
que l’angle de déviation a* demeure toujours très-petit, alors les 
quantités Ç" seront très-petites, et l’on aura le cas où le corps 
ne fait que de très-petites oscillations autour de la vcrticate , en 
ayant en même temps un mouvement quelconque de rotation au- 
tour de son axe. 

Ce cas, qui n’a pas encore été résolu, peut l’ètre facilement et 
complètement par nos formules; car en regardant Ç” et comme 
très-petites du premier ordre, et négligeant les quantités très-pe- 
tites du second ordre et des ordres suivans , on trouve , par les 
équations de condition de l’article 5 , Ç"— 1 , — %"Ç", 

ji'Ç'— »"£" et £'•+£"*= 1, *'*+ »''•= 1 , £Y-fÇV=o; 
donc £' = sin7r, £''=:cos?r, »'=sin8, »”=cos8 et cos(V — S) = o; 
d’où TT = go*-f-8, et par "conséquent Ç'=cos6, Ç"= — siu 8. 
Substituant ces valeurs dans les expressions de dP , dQ , dR 
de l’article 11, on aura dP = -f- dÇ', dQ = Ç"d(j — dÇ', 

dR=dQ, en négligeant toujours les quantités du second ordre. 

Ainsi donc on aura 

HP _ Ç'A-Mî' 

P — 17 ~~ dt 

„ _ *2. — C*-# 

? ~ dt ~ dt 

dH dl 

r — m — ai- 

valeurs qui, étant substituées dans les équations différentielles 
ci-dessus, donneront, en négligeant les puissances et les pro- 
duits de Ç' et des équations linéaires pour la détermination de 
ces variables. 
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Mais avant de faire ces substitutions, on remarquera qu’en 
supposant Ç et Ç" nuis, les équations dont il s’agit donneront 



G df "f* ■* dt‘ ' 






Donc puisque C ne saurait devenir nul , à moins que le corps 
ne se réduise à une ligne physique, C étant =S(a • -+- b‘)Dm, il 
s’ensuit qu’on ne peut satisfaire à ces équations qu’en faisant 

~=o, et ensuite, ou ^|=o, ou F= o et G=o. 

De là il est facile de conclure que lorsque Ç* et Ç" ne sont pas 
nuis, mais seulement très-petits, il faudra que les valeurs de 

, ou de F et G soient aussi très-petites , ce qui fait deux cas 
qui demandent à être examinés séparément. 



37 . Supposons premièrement que d ~ soit une quantité très-pe- 
tite du même ordre que Ç et Ç", on aura, aux quantités du se- 
cond ordre près ,p=~, q = — 

Par ces substitutions, en négligeant toujours les quantités du 
second ordre et changeant , pour plus de simplicité , les lettres 
£', Ç" en s, u, les équations différentielles de L’article précédent de- 
viendront 



Ad'u — Gd’ê -f- Hd*s . v 
— — - 4- Ku = o, 



— Dd‘s — Ftft — Ud'u 
d? 

Cd’l + Fd's — Cd'u 
d? 



— Fs — o, 



= o. 



La dernière donne gp! = ~~~c3F~ ’ et cette valeur étant subs- 
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tituée dans les deux premières, on aura ces deux-ci : 
(^c-cyuyCT+GF y , + CKu = G> 

pc-r)*f .p£2+ÇDî y. + cks = o, 

dont l’intégration est facile par les méthodes connues. 

Qu’on suppose ptnr cela 

s = ttsin(pf-M), h = 5 = >sin(pf-t- 0 ), 

a, fî, y, p étant des constantes indéterminées; on aura, après 
ces substitutions, ces deux équations de condition, 

{AC— G')yp’+(CH+ GF)*p' — CKy = o, 

{BC — F')*p+{CH+ GF)yp‘ —CK* = o, 

lesquelles donnent 

y (Ci? + CP v CK — {BC — F’ )f* 

» CA' — {AC — G* y (CH + GFy * 

d’où résulte cette équation en p, 

££—{BC — F‘ + AC—G‘]~ 

r 1 t 

+ ( BC —F') { AC— G ' ) - (CH -h GF)‘ =0 , 

laquelle aura, comme l’on voit, quatre racines égales deux à deux, 
et de signe contraire. 

Si donc on désigne en général par p et p' les racines inégales 
de cette équation, abstraction faite de leur signe, et qu’on prenne 
quatre constantes arbitraires a, *’, /3, on aura en général 

s = * sin (p<-f- /9)-f- <x'sin(p7+/3'), 
et pàr conséquent 

.. _ (Cff+GF),*«»in(,i-M) , (Cfl + CFyV s în(,'l + *'1 
CK — {AC—G') t ' h CK — {AC— G‘)f’‘ 
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Enfin on aura , en intégrant la valeur de — , 

De sorte que l’on connaîtra ainsi toutes les variables en fonc- 
tions de t, et le problème sera résolu. 

Au reste , comme cette solution est fondqp sur l'hypothèse que 

s , u et j t soient de tres-petites quantités, il faudra , pour qu'elle 

soit légitime , i*. que les constautes a., a.' et h soient aussi très- 
petites; a 0 , que les racines p , p' soient réelles et inégales, afin 
que l’angle t soit toujours sous le sigue des sinus. Or cette se- 
conde condition exige ces deux-ci, 

BC—F‘ -\-AC—G' > o , 

[BC — F % +^C-G>]*>4 [(BC— F‘)(4C— G*)— (CH+GF)']-, 

lesquelles dépendent uniquement de 1a figure du corps , et de la 
situation du point de suspension. 

38. Supposons, en second lieu, que les constantes F et G soient 
aussi très-petites du même ordre que Ç' et Ç"; alors négligeant 
les quantités du second ordre, et mettant s, u à la place de Ç', 
Ç", les équations différentielles de l’article 36 deviendront 
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La dcmicrc donne ^=o, et intégrant, ^ = n étant une 

constante arbitraire de grandeur quelconque. 

Substituant cette valeur de — dans les deux équations , on aura 
celles-ci : 

^%+H£ + (J + B-C)n% 

4- (C — B)n‘u- f- F n' 4- Hn's 4- Ku = o , 
B£+H%-^+B-C)nÿ 
4- (C — A)rïs 4- Gn‘ 4- Hn'u 4- Ks = o , 
dont l’intégration n’a aucune difficulté. 

Qu’on les divise par n% et qu’on y remette , pour plus de sim- 
plicité, c/9 à la place de ndt, en se souvenant que c/9 est désor- 
mais constant, on aura, en ordonnant les termes et faisant 

L=£ = £(arL34), ' • 

(C-A+L)s 4-2? £ 4- (C — A — B) J 4- 2/(«4- ~) + G = o, 

(C-B+L)u+a£-(C~A-B) £+h(s+£) + F=*o. 

Pour intégrer ces équations, je commence par faire disparaître 
les termes tout constans, en supposant s=x-{-f, u=y-j-h, et 
déterminant les constantes f , h, cnsorle que les termes F et G 
disparaissent; ce qui donnera ces deux équations de condition, 

(C-A+L)f+Hh + G=o, {C-B+L)h+Bf+ F=o-, 
d’où l’on tirera 

r F H —G{C — B +L) 

J ~ (I C—B + L)(C—A-\-L.)—U ‘ * 

. CH— F(C— A + V) 

~ (à— B + L)(C — A + £) — &'' 
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et l’on aura en x, y, 0 les mêmes équations qu’en s, u, 9, avec 

cette seule différence que les termes constans G, F n’y seront plus. 

Je suppose maintenant x = ae' 5 , y = /Se' 5 , a, j3 et i étant des 
constantes indéterminées , et e le nombre dont le logarithme hy- 
perbolique est 1 . Comme tous les termes des équations à intégrer 
contiennent x et y à la première dimension , il s’ensuit qu’ils seront, 
après les substitutions, tous divisibles par e* 1 , et il restera ces deux 
équations de condition, 

[C — A -hL~h Br ] a + [(C— A — B)i 4- H(x + /•)]/ 3 = o , 

[C—B + L + Ai '][ 3 — [(C — A — B)i — //(i -f- i»)] « = o , 

lesquelles donnent 

/8 _ C— A + r. + Bï (C— A — B)i— ffO + i*) 

# « ■” (C-A-B)i+m l+ro 8 ** C—B + L+M • * 

de sorte qu’on aura , en multipliant en croix, cette équation en i, 

[C—B+L+Ai‘][C—A+L+Bi']+(C—A—Byi’—H‘(i-hi‘y=o, 

laquelle, en faisant i + j*=p, se réduit à cette forme, 

(AB—H')r+ [(A+B)(Ir-C)+C‘] p+L'—iL ( A+B—C ) =o. 

Ayant déterminé p par cette équation, on aura 

r (.r+B— C) t/0— 04-^ «i/o — O 

x — a. e , y — a e 

et la constante a demeurera indéterminée. Or comme l’équation en p 
a deux racines, et que le radical i/(p — j) peut être pris égale- 
ment en plus et en moins, on aura ainsi quatre valeurs diflé- 
renles de x,y, lesquelles étant réunies satisferont également aux 
équations proposées, puisque les variables x , y n’y sont que 
sous la forme linéaire. Prenant donc quatre constantes diilërentes 
pour a, on aura de cette manière les valeurs complètes de x et 
y , puisque ces valeurs ne dépendaut que de deux équations diffé- 
4* renticllcs 
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rentielles du second ordre, ne sauraient renfermer au-delà de 
quatre constantes arbitraires. 



39. Pour que les expressions de x et y ne contiennent point 
d’arcs de cercle, il faut que y/(p — î) soit imaginaire, et qu’ainsi 
p soit une quantité réelle et moindre que l’unité. 

Dénotons par p et a- les deux racines de l’équation en p, sup- 
posées réelles et moindres que l’unité , et donnons aux quatre 
constantes arbitraires cette forme imaginaire, 

yr 1 '/- 1 yt— v'-, 

U y — 1 • ay—i * ay— 1 ’ a y — 1 ’ 



on aura, en faisant ces substitutions et passant des exponentielles 
aux sinus et cosinus, ces expressions complètes et réelles de 
x et y, 



x = a sin [S /(1 — p) 0 ] -f y sin [8 v/(i — <r) + *] » 



J ~~ B — C+Ay — ,) — L 

• 

'tr 

, rtA+B-CWO— O 
B_c + Zi( l — r)—L 



cos[0/(i — p)-f-0] 
sin [8^(1 — p) + $] 
cos[0i/(i — <r) -j-< ] 



+ 



y Hr 

B — C + A{l — r) — L 



sin [6 v^C 1 — ff ) + 



«], 



ou a, / 3 , y , t sont des constantes arbitraires dépendantes de 
l’état initial du corps. 

Ayant ainsi x et y , on aura 

FH + G(B — C—L) 

s — - x -+- t ^ A _ c _ L) _ c—l )-//*’ 

GH + F {A — C — L") 

u — y -r- ( A — c — £)(0 — C — L) — //•' 

Donc prenant pour 6 un angle quelconque proportionnel au 
Mcc. anal, Tom.II, 35 
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temps, on aura (art. 36 ) ces valeurs des œuf variables W, 



r, etc., 








Ç' = cosfl. 


*' = 


sin 8, . 


K = s, 


g"= — sin 0, 


*" = 


cos 8, 


r=«. 


£"'= — scos8-f-usinfl, 


V"= — 


j sin 8 — «cos 8, 


r= 1; 



ensortc qu’on connaîtra les coordonnées Ç, *, Ç de chaque point 
du corps pour un instant quelconque ( art. 1 ). 

Si on compare les expressions précédentes de £', etc. , avec 
celles de l’article 7, on en déduira facilement les valeurs des 
angles de rotation <p, 4., a; et l’on trouvera <p— f— - 4 ^= 9 , sin?sin»=r, 
cos ? sin a = u ; d’où l’on tire, 

tang«* =» v^(s* 4 *«*)» tang = £ , 4 = 0 — ?: 

Et il est facile de voir, d’après les définitions de l’article 7, 
que u sera l’inclinaison supposée très-petite de l’axe du corps 
avec la verticale; que 4 8era l’angle que cet axe décrit en 
tournant autour de la verticale, et que ? sera l’angle que le corps 
même décrit en tournant autour du même axe , ces deux derniers 
angles pouvant être de grandeur quelconque. 

4 o. Mais il faut, pour l’exactitude de cette solution, que les va- 
riables s et u demeurent toujours très-petites. Ainsi, non-seule- 
ment les constantes a et y, qui dépendent de l'état initial du corps, 
devront être très-petites ; mais il faudra que les valeurs des cons- 
tantes F cl G , données par la figure du corps, soient aussi très- 
petites , et que de plus les racines p et r soient réelles et posi- 
tives , afin que l’angle 8 soit toujours renfermé dans des sinus ou 
cosinus. 

Si on suppose F= o, G =0, savoir, SbcDm—a, SacDm=:o, 
on aura les conditions nécessaires pour que les moniens des forces 
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centrifuges autour de l’axe du corps , qui est en meme temps 
celui des coordonnées c , se détruisent, ensorte que le corps puisse 
tourner uniformément et librement autour de cet axe. Or on sait 
quil y a dans chaque corps trois axes perpendiculaires cntr’eux, 
et passant par le centre de gravité, lesquels ont cette propriété, 
et qu’on nomme communément, d’après Euler, les axes princi- 
paux du corps. Donc, puisque nous avons supposé que l’axe du 
corps passe en même temps par le centre de gravité et par le 
point de suspension, il s’ensuit que les quantités F et G seront 
nulles, lorsque le corps sera suspendu par un point quelconque 
pris dans un de ses axes principaux. 

Donc, pour que ce8 quantités, sans être absolument nulles, 
soient du moins très-petites , il faudra que le point de suspension 
du corps soit très-près d’un de ses axes principaux; c’est la pre- 
mière condition nécessaire pour que l’axe du corps ne fasse que 
de très-petites oscillations autour de la verticale, le corps lui- 
même ayant d’ailleurs un mouvement quelconque de rotation au- 
tour de cet axe. 

L’autre condition nécessaire pour que ces oscillations soient 
toujours très - petites, dépend de l’équation en p et se réduit à 
celles-ci : 

C)+C*]‘ >4 (A B~H‘ ) 

>{AB-H‘) + {A + B)(L-C) + Q „ . 

AB — H' °» 

(A — C — L)(B — C — £) — fl* 

AB— H' • >0 > 

lesquelles dépendent à-la-fois de la situation du point de suspen- 
sion et de la figure du corps. 

te • 

4i. La solution que nous venons de donner embrasse la théo- 
rie des petites oscillations des pendules, dans toute la généralité 
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dont elle est susceptible. On sait que Iluyghens a donné le pre- 
mier la théorie des oscillations circulaires; Cia haut y a ajouté 
ensuite celle des oscillations coniques , qui ont lieu lorsque le pen- 
dule étant tiré de sa ligne de repos, reçoit une impulsion dont la 
direction ne passe pas par cette ligne. Mais si le pendule reçoit 
en même temps un mouvement de rotation autour de son axe , 
la forée centrifuge produite par ce mouvement pourra déranger 
beaucoup les oscillations, soit circulaires, soit coniques, et la dé- 
termination de ces nouvelles oscillations est un problème qui n'avait 
pas encore été résolu complètement, et pour des pendules de 
figure quelconque. C’est la raison qui m’a détermiué à m’en 
occuper ici. 
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DIXIÈME SECTION. 

Sur les Principes de V Hydrodynamique. 

IjA détermination du mouvement des fluides est l'objet de l'Hy- 
drodynamique ; celui de l’Hydraulique ordinaire se réduit à l’art 
de conduire les eaux , et de les faire servir au mouvement des ma- 
chines. Cet art a dû être cultivé de tout temps, pour le besoin 
qu’on en a toujours eu, et les anciens y ont peut-être autant ex- 
celle que nous, à en juger par ce qu’ils nous ont laissé dans 
ce genre. 

Mais l'Hydrodynamique est une science née dans le siècle der- 
nier. Newton a tenté le premier de calculer, par les principes de 
la Mécanique, le mouvement des fluides, et d’Aiembert est le 
premier qui ait réduit les vrais lois de leur mouvement à des équa- 
tions analytiques. Archimède et Galilée (car l’intervalle qui a sé- 
paré ces deux grands génies disparait dans l’histoire de la Mécanique) 
ne s’étaient occupés que de l’équilibre des fluides. 

Torricelii commença à examiner le mouvement de l’eau qui sort 
d’un vase par une ouverture fort petite, et à y chercher une loi. 
Il trouva qu’en donnant au jet une direction verticale, il atteint 
toujours à très-peu-près le niveau de l’eau dans le vase; et comme 
il est à présumer qu’il l’atteindrait exactement sans la résistance 
de l’air et les frottemens, Torricelii en conclut que la vitesse de 
l’eau qui s’écoule est la même que celle qu’elle aurait acquise en tom- 
bant librement de la hauteur du niveau, et que cette vitesse est par 
conséquent proportionnelle à la racine quarrée de la même hauteur- 
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Ne pouvant cependant parvenir à une démonstration rigou- 
reuse de cette proposition, il se contenta de la donner comme un 
principe d'expcricncc , à la fin de son Traité de Motu naturaliter 
accelerato , imprimé en i 643 . Newton entreprit de la démontrer 
dans le second livre des Principes mathématiques, qui parurent 
en 1687; mais il faut avouer que c’est l’endroit le moins satis- 
faisant de ce grand ouvrage. 

Si on considère une colonne d’eau qui tombe librement dans 
le vide , il est aisé de se convaincre qu’elle doit prendre la figure 
d’un conoi'dc formé par la révolution d’une hyperbole du quatrième 
ordre autour de l'axe vertical; car la vitesse de chnque tranche 
horizontale est, d’un côté , comme la racine quarrée de la hauteur 
d'où elle est descendue, et de l’autre elle doit être, par la conti- 
nuité de l’eau, en raison inverse de la largeur de cette tranche, 
et par conséquent en raison inverse du quarré de son rayon ; d’où 
il résulte que la portion de l’axe, ou l’abscisse qui représente la 
hauteur , est en raison inverse de la quatrième puissance de l’or- 
donnée de l’hyperbole génératrice. Si donc on se représente un 
vase qui ait la figure de ce conoïdc , et qui soit entretenu toujours 
plein d’eau , et qu’on suppose le mouvement de l’eau parvenu à un 
état permanent , il est clair que chaque particule d’eau y descen- 
dra comme si elle était libre, et qu’elle aura par conséquent, au 
sortir de l’orifice, la vitesse due à la hauteur du vase de laquelle 
elle est tombée. 

Or Newton imagine que l’eau qui remplit un vase cylindrique 
vertical, percé à son fond d’une ouverture par laquelle elle s’échappe, 
se partage naturellement en deux parties, dont l’une est seule 
en mouvement et a la figure du conoïde dont nous venons de 
parler, c’est ce qu’il nomme la cataracte ; l’autre est en repos, 
comme si elle était glacée. De cette manière, il est clair que l’eau 
doit s’échapper avec une vitesse égale à celle qu’elle aurait acquise 
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en tombant do la hauteur du vase, comme Torricclli Payait trouvée 
par l’expérience. Cependant Newton ayant mesuré la quantité d’eau 
sortie dans un temps donné , et Payant comparée à la grandeur de 
l’oritice, en avait conclu, dans la première édition de ses Principes, 
que la vitesse, au sortir du yase, n’était duc qu’à la moitié de la 
hauteur de Peau dans le vase. Cette erreur venait de ce qu’il n’avait 
pas d’abord lait attention à la contraction de la veine ; il y eut 
égard dans la seconde édition, qui parut en 1 7 1 ■* , et il reconnut 
que la section la plus petite de la veine était , à l’ouverture du 
vdse, à peu prés comme 1 à v/a; do sorte qu’en prenant cette 
section pour le vrai orifice , la vitesse doit être augmentée dans 
la même raison de 1 à \/a, et répondre par conséquent à la 
hauteur entière de l’eau. De cette manière, sa théorie se trouva 
rapprochée de l’expérience, mais elle n’en devint pas pour cela 
plus exacte; car la formation de la cataracte ou vase fictif dans 
lequel l’eau est supposée se mouvoir, tandis que Peau latérale de- 
meure en repos, est évidemment contraire aux lois connues de 
l’équilibre des lluides, puisque l’eau qui tomberait dans cette ca- 
taracte, avec toute la force de sa pesanteur, n’exerçant aucune 
pression latérale , ne saurait résister à celle du fluide stagnant 
qui l’environne. 

Vingt ans auparavant, Varignon avait donné à l’Académie des 
Sciences de Paris une explication plus naturelle et pli^ plausible 
du phénomène dont il s’agit. Ayant remarqué que quand Peau 
s’écoule d'un vase cylindrique par une petite ouverture faite au 
fond, elle n’a dans le vase qu’nn mouvement très-petit et sensi- 
blement uniforme pour toutes les particules, il en conclut qu’il 
ne s’y faisait aucune accélération, et que la partie du fluide qui 
s’échappe à chaque instant, recevait tout son mouvement de la 
pression produite par le poids de la colonne de fluide dont elle est 
la base. Ainsi ce poids, qui est comme la largeur de l’orifice muh 
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tipliée par la hauteur de l’eau dans le vase, doit être proportion- 
nel à la quantité de mouvement engendrée dans la particule qui 
sort à chaque instant par le même orifice. Or cette quantité de 
mouvement est, comme l’on sait, proportionnelle à la vitesse et 
à la masse, et la masse est ici comme le produit de la largeur 
de l’orifice par le petit espace que la particule parcourt dans l’ins- 
tant donné, espace qui est évidemment proportionnel à la vitesse 
même de cette particule ; par conséquent la quantité du mouve- 
ment dont il s’agit est eu raison de la largeur de l’orifice multi- 
pliée par le quarré de la vitesse. Donc enfin la hauteur de l’edu 
dans le vase est proportionnelle au quarré de la vitesse avec la- 
quelle elle s’échappe , ce qui est le théorème de Torricelli. 

Ce raisonnement a néanmoins encore quelque chose de vague ; 
car on y suppose tacitement que la petite masse qui s’échappe à 
chaque instant du vase, acquiert brusquement toute sa vitesse par 
lu pression de la colonne qui répond à l’orifice. Or on sait qu’une 
pression ne peut pas produire tout-à-coup une vitesse finie. Mais 
en supposant, ce qui est naturel, que le poids de la colonne agisse 
sur la particule pendant tout le temps quelle met à sortir du 
vase , il est clair que cette particule recevra un mouvement accé- 
léré, dont la quantité, au bout d’un temps quelconque, sera pro- 
portionnelle à la pression multipliée par le temps. Donc le produit 
du poids de la colonne, parle temps de la sortie de la particule, 
sera égal sfb produit de la masse de cette particule, par la vitesse 
qu’elle aura acquise; et comme b masse est le produit de la largeur 
de l’orifice par le petit espace que la particule décrit en sortant 
du vase , espace qui , par la nplurc des mouvemens uniformément 
accélérés, est comme le produit de la vitesse par le temps; il s’en- 
suit que la hauteur de la colonne , sera de nouveau comme le quarré 
de la vitesse acquise. Cette conclusion est donc rigoureuse, pourvu 
qu’on accorde que chaque particule, en sortant du vase, est pressée 

par 
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par le poids entier de toute la colonne du fluide qui a celte 
particule pour base; c’est ce qui aurait lieu en effet, si le fluide 
contenu dans le vase y était stagnant; car alors sa pression sur la 
partie du fond où est l’ouverture , serait égale au poids de la co- 
lonne dont elle est la base; mais cette pression doit être différente 
lorsque le fluide est en mouvement. Cependant il est clair quo 
plus il approchera de l’état de repos , plus aussi sa pression sur le 
fond approchera du poids total de la colonne verticale; d’ailleurs 
l’expérience lait voir que le mouvement du fluide dans le vase est 
d’autant moindre que l’ouverture est plus petite. Ainsi la théorie 
précédente approchera d’autant plus de la vérité, que les dimen- 
sions du vase seront plus grandes relativement à l’ouverture par 
laquelle le fluide s’écoule, et c’est ce que l’expérience confirme. 

Par une raison contraire, la même théorie devient insuffisante 
pour déterminer le mouvement des fluides qui coulent dans des 
tuyaux dont la largeur est assez petite, et varie peu. Il faut alors 
considérer à-la-fois tous les mouvemens des particules du fluide, 
et examiner comment ils doivent être changés et altérés par la 
figure du canal. Or l’expérience apprend que quand le tuyau a une 
direction peu différente de la verticale , les différentes tranches ho- 
rizontales du fluide conservent à très-peu près leur parallélisme, 
ensorte qu’une tranche prend toujours la place de celle qui la 
précède; d’où il suit, à cause de l’incompressibilité du fluide, que 
la vitesse de chaque tranche horizontale, estimée suivant le sens 
vertical, doit être en raison inverse de la largeur de cette tranche, 
largeur qui est donnée par la figure du vase. 

Il suffit donc de déterminer le mouvement d’une seule tranche, 
et le problème est en quelque manière analogue à celui du mou- 
vement d’un pendule composé. Ainsi , comme selon la théorie de 
Jacques Bernoulli, les mouvemens acquis et perdus à chaque ins- 
tant par les différens poids qui forment le pendule, se font rnutuel- 

Mé c. anal. Tom. JJ. 36 
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lemcnt équilibre dans le levier, il doit y avoir équilibre dans le 
tuyau entre les différentes tranches du fluide animées chacune de 
la Titesse acquise ou perdue à chaque instant ; et de là par l’ap- 
plication des principes déjà connus de l’équilibre des fluides, on 
aurait pu d’abord déterminer le mouvement d’un fluide dans un 
tuyau, comme on avait déterminé celui d’un pendule composé. 
Mais ce n’est jamais par les routes les plus simples et les plus directes , 
que l’esprit humain parvient aux vérités, de quelque genre qu’cllca 
soient, et la matière qnc nous traitons en fournit un exemple 
frappant. 

Nous avons exposé dans la première Section les différons pas 
qu’on avait laits pour arriver à la solution du problème du centre 
d’oscillation; et nous y avons vu que la véritable théorie de ce 
problème n’avait été découverte par Jacques Bernoulli que long- 
temps après que Huyghens l’eut résolu par le principe indirect 
de la conservation des forcesvives. Il eaa été de même du problème 
du mouvement des fluides dans des vases; et il est surprenant 
qu’on n’ait pas su d’abord profiter pour celui-ci des lumières que 
l’on avait déjà acquises par l'autre. 

Le même principe de la conservation des forces vives fournit 
encore la première solution de ce dernier problème, et servit de 
base à l’Hydrodynamique de Dauiel Bernoulli, imprimée en 1 73$ , 
ouvrage qai brille d’ailleurs par une Analyse aussi élégante dans 
sa marche que simple dans ses résultats. Mais l’inexactitude de ce 
principe , qui n’avait pas encore été démontré d’une manière gé- 
nérale, devait en jeter aussi sur les propositions qui en résultent, 
et làisait désirer une théorie plus sûre et appuyée uniquement sur 
les lois fondamentales de la Mécanique. Maclaurin et Jean Bernoulli 
entreprirent de remplir cet objet, l’un dans son Traité des Fluxions, 
et Pautre dans sa nouvelle Hydraulique, imprimée à la suite de 
ses Œuvres. Leurs méthodes, quoique très-di fier entes, conduisent 
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aux mêmes résultats que le principe de la conservation des forces 
vives ; mais il feut avouer que celle de Madaurin n’est pas asse# 
rigoureuse et paraît arrangée d’avance , conformément aux résul- 
tats qu’il voulait obtenir; et quant à la méthode de Jean Bernoulli, 
sans adopter en entier les difficultés que d’Alembert lui a oppo- 
sées , on doit convenir qu’elle laisse encore à désirer du côté de 
la clarté et de la précision. 

On a vu, dans la première Section, comment d’Alembert, en 
généralisant la théorie de Jacques Bernoulli sur les pendules, était 
parvenu à un principe de Dynamique simple et général , qui réduit 
les lois du mouvement des corps à celles de leur équilibre. L’appli- 
cation de ce principe au mouvement des fluides se présentait d’elle- 
méme , et l’antcur en donna d’abord un essai à la fin de sa Dy- 
namique , imprimée en 1745; il Fa développée ensuite avec tout 
le détail convenable , dans son Traité des Fluides , qui parut l’an- 
née suivante , et qui renferme des solutions aussi directes qu’élé- 
gantes des principales questions qu’on peut proposer sur les fluide# 
qui se meuvent dans des vases. 

Mais ces solutions, comme celtes de Daniel Bernoulli, étaient 
appuyées sur deux suppositions qui ne sont pas vraies en général. 
»*. Que les différentes tranches du fluide conservent exactement 
leur parallélisme, ensorte qu’une tranche prend toujours la plues 
de celle qui la ‘précède, a*. Que la vitesse de chaque tranche ns 
varie point en direction, c’est-à-dire que tous les points d’une même 
tranche sont supposés avoir une vitesse égale et parallèle. Lorsque 
le fluide coule dans des vases ou tuyaux fort étroits, les suppo- 
sitions dont il s’agit sont très-plausibles et paraissent confirmée» 
par l’expérience ; mais hors de ce cas elles s’éloignent de la vé- 
rité, et il n’y a plus alors d’autre moyen pour déterminer le mou- 
vement du fluide , que d’examiner celui que chaque partieuh) doit 
•voir. 
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Clairaut avait donné dans sa Théorie de la figure de la Terre, 
imprimée en 1745, les lois générales de l’équilibre des fluides , 
dont toutes les particules sont animées par des forces quelconques; 
il ne s’agissait que de passer de ces lois à celles de leur mouve- 
ment, par le moyen du principe auquel d’Alcmbcrt avait réduit , 
à cette même époque, toute la dynamique. Ce dernier fit, quelques 
années après, ce pas important, à l'occasion du prix que l’Aca- 
démie de Berlin proposa en 1750, sur la théorie de la résistance 
des fluides, et il donna le premier, en 175a, dans son Essai d’une 
nouvelle Théorie sur la résistance des Fluides, les équations ri- 
goureuses du mouvement des fluides , soit incompressibles , soit 
compressibles et élastiques, équations qui appartiennent à la classe 
de celles qu’on nomme à différences partielles, parce qu’elles 
sont entre les différentes parties des diflërences relatives à plusieurs 
variables. Mais ces équations n’avaient pas encore toute la géné- 
ralité et la simplicité dout elles étaient susceptibles. Cfest à Euler 
qu’on doit les premières formules générales pour le mouvement 
des fluides, fondées sur les lois de leur équilibre, et présentées 
avec la notation simple et lumineuse des différences partielles. 
•Voyez le volume de l’Académie de Berlin, pour l’année 1755. Par 
. cette découverte , toute la Mécanique des fluides fut réduite à un 
seul point d’analyse; et si les équations qui la renferment étaient 
intégrables', on pourrait, dans tous les cas , déterminer complète- 
ment les circonstances du mouvement et de l’action d’un fluide 
mu par des forces quelconques; malheureusement elles sont si re- 
belles, qu’on n’a pu jusqu’à présent en venir à bout que dans des 
cas très-limités. 

C’est donc dans ces équations et dans leur intégration que con- 
siste toute la théorie de l’Hydrodynamique. D’Alembert employa 
d’abord pour les trouve^ une méthode un peu compliquée; il en 
donna ensuite une plus simple ; mais cette méthode étant fondée 
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sur les lois de l’équilibre particulières aux fluides , fait de l’Hydro- 
dynamique une science séparée de la Dynamique des corps solides. 
La réunion que nous avons faite, dans la première partie de cet 
ouvrage, de toutes les lois de l’équilibre des corps, tant solides 
que fluides dans une même formule, et l’application que nous ve- 
nons de faire de cette formule aux lois du mouvement, nous con- 
duisent naturellement à réunir de même la Dynamique et l’Hydro- 
dynamique comme des branches d’un principe unique , et comme 
des résultats d’une seule formule générale. 

C’est l’objet qui reste à remplir pour compléter notre travail 
sur la Mécanique, et acquitter l'engagement pris dans le titre 
de cet ouvrage. 








" \ 



Digitized by Google 



MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 



286 



ONZIÈME SECTION. 

Du mouvement des Fluides incompressibles. 



, O* pourrait déduire immédiatement les lois du mouvement 
de ces fluides , de celles de leur équilibre, que nous avons trouvées 
dans la Section septième de la première partie ; car par le principe 
général exposé dans la seconde Section, il ne (but qu’ajouter aux 
forces accélératrices actuelles, les nouvelles forces accélératrices 

7F ‘ 7r ' 7F’ dirigées suivant les coordonnées rectangles x, y, Z. 

Ainsi , comme dans les formules de l’article 10 et suiv. de la 
Section septième citée, on a supposé toutes les forces accéléra- 
trices du fluide déjà réduites à trois , X, Y, Z, dans la direction 
des coordonnées x, y, z; il n’y aura , pour appliquer ces formules au 

mouvement desfluides, qu’à y substituerX-f- ^ , 7F 

au lieu de X, Y, Z. Mais nous croyons qu’il est plus conforme 
à l’objet de cet ouvrage , d’appliquer directement aux fluides les 
équations générales données dans la Section quatrième , pour la 
mouvement d’un système quelconque de corps. 

$ 1. 

Équations générales pour le mouvement des Fluides incompressibles. 

3 . On peut considérer un fluide incompressible comme composé 
d’une infinité de particules qui se meuvent librement entr’clles , 
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Sans changer de volume ; ainsi la question rentre dans le cas de 
l’article 17 de la Section citée ci-dessus. 

Soit donc Dm la masse d’une particule ou clément quelconque 
du fluide , X, Y, Z les forces accélératrices qui agissent sur cet 
élément , réduites, pour plus de simplicité, aux directions des 
coordonnées rectangles x, y, z, et tendantes à diminuer ces coor- 
données, L= o l’équation de condition résultante de l'incompres- 
sibilité ou de l’invariabilité du volume Dm, A une quantité indé- 
terminée, et S une caractéristique intégrale correspondante à la 
caractéristique différentielle D et relative à toute la masse du fluide; 
on aura pour le mouvement du fluide cette équation générale 
(Sect. IV), 

S L(w+ X )* x +& + Y ) ty+iS+z) *z]Drn+S*fL=o. 

Il faut maintenant substituer dans cette équation les valeurs de 
Dm et de SL, et après avoir fait disparaître les différences de» 
variations, s’il y en a, égaler séparément à zéro les coefficiens 
des variations indéterminées Sx, Sy, Sz. 

Retenons la caractéristique D pour représenter les différences 
relatives à la situation instantanée des particules contiguës , tandis 
que la caractéristique d se rapportera uniquement au changement 
de position de la même particule dans l’espace ; il est clair qu’on 
peut représenter le volume de la particule Dm par le parallé- 
lépipède DxDyDz ; ainsi en nommant A la densité de cette parti- 
cule , on aura Z>/n = b. DxDyDz. 

De plus, il est visible que la condition de l’incompressibilité 
sera contenue dans l’équation DxDyDz = const. ; de sorte qu’on 
aura L=DxDyDz — const., et par conséquent SL=S .(DxDyDz). 
Pour déterminer cette différentielle, il faut employer les mêmes 
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considérations que dans l’article 1 1 de la Section septième de la 
première partie; ainsi en changeant seulement d en D dans les 
formules de cet endroit, on aura 

J(DxDyDz) = DxDyOz (fê+™>- + 

Cette quantité étant multipliée par A, et intégrée relativement 
à toute la masse du fluide, on aura la valeur de «SA/L, dans la- 
quelle il faudra faire disparaître les doubles signes DJ par les 
memes procédés déjà employés dans l’article 1 7 de la Section cir 
tée. On aura ainsi, 

SKJL =~S(J£ Jx+ g Jz)DxDyDz 

4- S( X"Jx"—XJx? ) DyDz- f- S! X'Jy"— A'JV ) DxDz 
-f é’C A'V'z''— A'cTz' ) DxDy. 

Faisant donc ces substitutions dans le premier membre do 
l’équation générale, elle contiendra premièrement cette formule 
intégrale totale , 

+ ( 4 Ê+ * z - ^Ù‘-~] n >-.OyDi (a), 

dans laquelle il faudra faire séparément égaux à zéro les coeffi- 
cicns des variations Jx, jy, Jz, ce qui donnera ces trois équa- 
tions indéfinies pour tous les points de fa masse fluide, 




tiïgitized by Google 



SECONDE PARTIE, SECTION XI. 289 

Il restera ensuite à faire disparaître les intégrales partielles , 



S (AW — A'JV) DyDz 
+ S (A"//' — A'J Y)DxDz 
■+- S{Wz" — A'/z') DxDy, 

lesquelles ne se rapportent qu’à la surface extérieure du fluide; et 
l’on en conclura, comme dans l’article 18 de la Section septième 
citée, que la valeur de A devra être nulle pour tous les points 
de la surface où le fluide est libre; ou prouvera de plus, comme 
dans l’article 3i de la même Section, que, relativement aux en- 
droits où le fluide sera contenu par des parois fixes, les termes 
des intégrales précédentes se détruiront mutuellement, ensorte 
qu’il n’en résultera aucune équation; et en général on démontrera, 
par un raisonnement semblable à celui des articles 3a, 38 , 3g, que 
la quantité A rapportée à la surface du fluide , y exprimera la pres- 
sion que le fluide y exerce, et qui, lorsqu’elle n’est pas nulle, doit 
être contrebalancée par la résistance ou l’action des parois. 



3. Les équations qu’on vient de trouver renferment donc les lois 
générales du mouvement des fluides incompressibles; mais il y faut 
joindre encore l’équation même qui résulte de la condition de l’in- 
compressibilité du volume DxDyDz, pendant que le fluide se meut; 
cette équation sera donc représentée par d, {DxDyDz) =0, do 
sorte qu’en changeant J' en d dans l’expression de J' .{DxDy Dz) 
trouvée ci-dessus, et égalant à zéro, ou aura 



Ddx , Dily , Ddz 
~Dx "** üy 7 il 



o {B). 



Cette équation, combinée avec les trois équations {4) de l’ar- 
ticle précédent, servira donc à déterminer les quatre inconnues 



x,y, z et A. 

\ 

4. Pour avoir une idée nette de la nature de ces équations, il 
Mec. anal. Tom. II. 3 7 
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faut considérer que les variables x , y, z qui déterminent la po- 
sition d’une particule dans un instant quelconque, doivent appar- 
tenir à-la-fois à toutes les particules dont la masse fluide est com- 
posée; elles doivent donc être des fonctions du temps t, et des 
valeurs que ces mêmes variables ont eues au commencement du 
mouvement, ou dans un autre instant donné. Nommant donc a , 
b, c les valeurs de x, y , z, lorsque t= o, il faudra que les valeurs 
complètes de x,y, z soient des fonctions de a, b, c, t. De cette 
manière, les différences marquées parla caractéristique D, se rap- 
porteront uniquement à la variabilité de a , b, C; et les différences 
marquées par l’autre caractéristique d se rapporteront simplement 
à la variabilité de t. Mais comme dans les équations trouvées il y 
a des différences relatives aux variables mêmes x, y, z, il faudra 
réduire celles-ci aux différences relatives à a, b, c, ce qui est tou- 
jours possible; car on n’a qu’à concevoir qu’on ait substitué dans 
les fonctions, avant la différentiation , les valeurs mêmes de x, y, z 
en a, b, c. 

5 . En regardant donc les Variables x,y, z comme des fonctions 
de a, b, c, t, et représentant les différentielles selon la nota tien 
ordinaire des différences partielles, on aura 

Vx = £ a da + ÿdb + %dc, 

°y = % da + % db + il *» 

Dz = f-Ja -i -%db + de ; 

et regardant en même temps la fonction A comme une fonction 
de x, y, z, et comme une fonction de a, b, c, on aura 

DK^gDx + ^Dy + gDz 
— Ta da + Jb db + % dc ’> 
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ces deux expressions de Z?A devant être identiques , si on subs- 
titue dans la première les valeurs de Dx, Dy , Dz en da, db, de, 
il faudra que les coefficiens de da, db, de soient les mêmes de 
part et d’autre, ce qui fournira trois équations qui serviront à dé- 

terminer les valeurs de ^ en ^;ceseralamemc 

chose si on substitue dans la seconde expression de D\ les va- 
leurs de da, db, de en Dx, Dy, Dz tirées des expressions de 
ces dernières quantités; alors la comparaison des termes affectés 
de Dx, Dy, Dz donnera immédiatement les valeurs de , etc. 
Or, par les règles ordinaires de l’élimination, on a 



» mT)x “4” m Dy 

• da=s — I • 

db — 



en supposant 
* _ 

a ~ db x 
' _ dx 

« — 37X 

» dx _ . 



/ 3 '= 



da 





MC- — 


i 


» 




dz 


dy _ dz 


dy 


</z tfy 


dz 


de 


'dc^db’ 


> = i x 


t /6 té 




dz 


dx dz 


, </x 


dz dx 


dz 


dh~~ 


db X Hc* 


X 

R 

II 

X 


da da 


x 55 » 


dy 


dx dy 


n dx „ „ 


dy dx 


^v 




£ X 3 P 


> = 3 â x 


dh—dl 


x 


dz 


dy dz 


n «tx „ 


dv dz 


dx 


da 


5 « x £’ 


8 = S X 


db*Tc H X 


dz 


dx dz 


• dx . . 1 




dx 


de 


de da 1 


+ ,T 6 X 


f c *Tl~T* 



X t- — 



dz 

da 



P — de* da da* de’ 



4- 

' de da db 5â de db 



Faisant donc ces substitutions dans l’expression 



£da + %db 



dx * 
Te Jc> 
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et comparant ensuite avec l’expression identique 



on aura 



Wx Dx + ^Dy+^Dx, 



Dx 


* 


dx , fi 


dx . y 


dx 


Dx 


7 




X35+7 


x S - 


Dx 


» 


dx , i 


„ dx , -J 


dx . 


Dy — 


7 




x 55 + 7 


x 2é» 


Dx 


m” 


dx , fi' 


„ dx , y* 


dx 


Dy~ 


6 


+ 7 


X db + « 


*Tc 



Ainsi substituant ces valeurs dans les trois équations (si) de 
l’article a , elles deviendront de cette forme , après avoir mul- 
tiplié par 0 , 



Hw+ X )~* È-* è=° ]• 

K&+ 1 ')-*' s-'»-»'*— •• 



(C), 



où il n’y a, comme l’on voit, que des différences partielles rela- 
tives à a, b, c, t. 

Dans ces équations, la quantité A, qui exprime la densité, est 
une fonction donnée de o, i, c sans t, puisqu’elle doit demeurer 
invariable pour chaque particule; et si le fluide est homogène, 
A sera alors une constante indépendante de a, b, c, t. Quant aux 
quantités X, Y, Z qui représentent les forces accélératrices , elles 
seront le plus souvent données en fonctions de x, y, z, t. 



6. Mais on peut réduire les équations précédentes à une forme 
plus simple, en ajoutant ensemble, après les avoir multipliées 

respectivement et successivement par ^ ~ , par ^ . 

^ et par 57. car d’après les expressions de 0 , «, /S, y, 
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/S', etc. données ci-dessus, il est aisé de voir qu’on aura 

6 =*s+*i+*"£=' î 55 +r& + rH=‘>x+>'î 
+>"x> e "“ ite ’ fi af + & ï + & t,— 0 ' > x, +>' % 

-t-j," ~ = o, a^| +ct'^ -+- a."~=o, et ainsi de suite. De sorte 
que, par ces opérations et ccs réductions, on aura les transformées 

*[(£ +*)£+& +>")£+(£ + z )S-£ = « ) 

» 0 ® +*)£+$ +r)$+(& ° | W 

‘C^+^+^+^î+^+^a-s-» ) 

On aurait pu parvenir directement à ces dernières équations, 
en introduisant dans les formules de l’article 2, au lieu des va- 
riations Jx, Jy, Jz, celles des coordonnées de l’état initial Sa, 
Jb, Je-, car en regardant x, y, z comme fonctions de a, b, c, 
on aura 

Jx = £ «fa + ÿ Jb + § Je, 



*y — % * a •+■ % * b + % * c > 



* z = T + Tb + T <rc - 

On fera ces substitutions dans la formule (a) de l’article a, et 
on égalera à zéro les quantités multipliées par Ja, Jb, Je , en 



dz 



dz 



a a, b, c, 



dx 

Jb- 

c/a i 



étant fonction de 


*> 


y> 


Z» 


on a, 


Dx 




dx 




Dx 


X 


dy 




Dx 




dz 


Dx 


X 


da 


-h 


°y 


da 


+ 


Dz 


X 


Ta ’ 


Dx 


X 


dx 




Dx 




dy 


+ 


Dx 




dz 


Dx 


db 


+ 


Dy 


X 


7 S 


Wz 


X 


35* 


Dx 




dx 


+ 


Dx 




dy 




Dx 




dz 


Dx 


X 


de 


Dy 


X 


_Z 

de 


+ 


Dz 


X 


de 
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On aura tout de suite les équations dont il s’agit , lesquelles , dans 
le cas oii‘ Xdx -f- Ydy-\-Zdz est une différentielle complète re- 
présentée par df^, peuvent se mettre sous cette forme plus simple , 




7. On transformera , d’une manière semblable , l’équation (B) de 
l'article 5; et pour cela, comme, d’après la remarque de l’article 4, 
les différentielles dx , dy, dz ne sont relatives qu’à la variable t ; 
on les réduira d’abord aux différences partielles ^ dt , ^ dt , 
^ dt\ ensorte que l’équation dont il s’agit étant divisée par dt, 



sera do la forme 



D. 



dx 



Dx 



°y ' 



D. 



dz 

dt 



Dz. 






Or , par les formes trouvées ci - dessus pour les valeurs de 
etc., on aura pareillement, en substituant d J-, etc. à 
la place de A, 



d.H d d * 
nT = fx^ + iX 




et comme dans le second membre de cette équation, la quantité* 
est regardée comme une fonction de a, b , c, t, on aura 

d. dx 

— j-i== et ainsi des autres différences partielles de x; de 

sorte qu’on aura simplement 



D dx 

Dx 9 âadt ‘ 9 dbdt 9 dcdl 
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On trouvera des expressions semblables pour les valeurs de 
D.% D d ± 

et , et il n’y aura pour cela qu’à changer, dans la for- 
mule précédente, x en y et z. 

Faisant donc ces substitutions dans l’équation ci-dessus , elle 
deviendra , après y avoir eflàcé le dénominateur commun 0, 

rf*X . n d‘x . tfx 

* TTdt + * IbTt + > lïdi 

_l. a '*x J. S'*ï. J. 

' dadt ' ” dbdt ' ^ dedt 

i jn i qii d*z , // ~ 

+ * SS + P ^S7t + > -%7t — °' 

Le premier membre de cette équation n’est autre chose que 

la valeur de j|, comme on peut s’eu assurer par la différentia- 
tion actuelle de l’expression de 6 (art. 5). 

Ainsi l’équation devient ^=o, dontl’intégralcest 9= fond, (a, b, c). 

Supposons dans cette équation, t= o, et soit À' ce que devient 
alors la quantité 8, on aura K = fond, (a, b, c); par conséquent 
l’équation sera 8 =K. 

Or nous avons supposé que lorsque t— o, on a x—a, y —b, 



z = c; donc on aura aussi alors ^=i, ^ = o, ^=o, ^=o, 

S-— 1 » %~°’ Ta — 0 ’ Tb—° ’ T— 1 ' valeurs étant subs- 
tituées dans l’expression de 9 (art. 5), on a 6=i; donc K=i. 

Donc remettant pour 6 sa valeur dans l’équation dont il s’agit, 
elle sera de la forme 

dx dy dz dx dy dz , dx <iv dz 

da X X de db^tl^dc + db X 3c Æ 

dx dy dz dx dy dz dx dy dz , ^ 

-Æ x i x 3à+Æ x £ x 54-Sà x i x J6 = 1 -” fa- 
cette équation, combinée avec les trois équations (C) ou ( D ) 



dx 



dx 
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des articles 5, 6, servira donc à déterminer les valeurs de A,#, 

y, z en fonctions de a, b, c, U 

Cette équation peut aussi se trouver d’une manière plus simple, 
sans passer par l’équation différentielle (B) de l’article 3. En effet, 
l’équation (B) exprime seulement que la variation du volume 
DxDyDz de la particule Dm est nulle, tandis que le temps t 
varie; de sorte que la valeur de DxDyDz doit être constante et 
égale à la valeur primitive dadbdc. Or nous avons donné dans 
l’article 5 les expressions de Dx, Dy, Dz en da, db, de-, mais il 
faut remarquer que dans la formule DxDyDz , la différence Dz 
doit être prise en y regardant x et y comme constantes; que de 
même la différence Dy doit être prise en regardant x et z comme 
constantes; et qu’enfin la différence Dx suppose .y et z constantes, 
ce qui est évident en considérant le parallélipipède rectangle repré- 
senté par DxDyDz. 

Supposons donc d’abord x et y constantos , et par conséquent 
Dx et Dy nuis; on aura les deux équations 

£da + M db -t- %dc = o, 



d’où l’on tire 



% da + &db + Qdc=zo, 



da = 



db = 






— x & 
de . db 



da 

dx 



x 1ü: _ : 

■ x db 



X 2Î 



T X Ta 



dy dx 



da 



dx 

Ta X 



éz _ d x x _ 

db da db 



T Jc ' 
db 

t 

dc\ 



Te 



ces valeurs, substituées dans l’expression de Dz , donneront 

3n \db de de db) db\dc da da de) * t/cvfo db da db ) 



Dv. 



ty dy de 



d 1 . , —j -j v - 

da db da' db 



de. 



Pour 
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Pour avoir de même la valeur de Dy on supposera Dx—o et 

(fa dtr 

Dz =0, ce qui donne de— o et ^ da + db — oj; d’où l’on lire 

dx 

da = — ^ db, et cette valeur, ainsi que celle de de =;o, étant 

da 

substituées dans l’expression de Dy, donneront 




Enfin pour avoir la valeur de Dx on fera Dy = 0, Dz = o , 
ce qui donne db = o, dc = o, et par conséquent Dx—'^da. 
Multipliant ensemble ces valeurs de Dx , Dy , Dz, on aura 

+ a(t x2-= - £) + x 2-ï X S) *** 

Faisant donc DxDyDz — dadbdc , on aura tout de suite l'équa- 
tion ( E ). 

Il est bon de remarquer que celte valeur de DxDyDz est celle 
qu’on doit employer dans les intégrales triples relatives a x , y , 
z, lorsqu’on y veut substituer, à la place des variables x,y, z, 
des fonctions données d’autres variables a, b, c. 

8 . Comme les équations dont il s’agit sontà différences partielles, 
l’intégration y introduira nécessairement différentes fonctions ar- 
bitraires; et la détermination de ces fonctions devra se déduire 
en partie de l’état initial du fluide , lequel doit être supposé donné, 
et en partie de la considération de la surface extérieure du fluide, 
qui est aussi donnée si le fluide est renfermé dans un vase, et qui 
Méc. anal. Torn. U. 38 
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doit être représentée par l’équation A = o, lorsque le fluide est 

libre (art. a). 

En eflel , dans le premier cas si on représente par A = o l'équa- 
tion des parois du vase, A étant une fonction donnée des coor- 
données x, y, z de ces parois, et du temps t si les parois sont 
mobiles, ou d’une forme variable, en y mettant pour ces variables 
leurs valeurs en a, b, c, t, on aura une équation entre les coor- 
données initiales a , b, c et le temps t, laquelle représentera par 
conséquent la surface que formaient dans l’état initial les memes 
particules qui , après le temps t, forment la surface représentée 
par l’équation donnée A= o. Si donc on veut que les mêmes par- 
ticules qui sont une fois à la surface y demeurent toujours et ne 
sc meuvent que le long de cette surface, condition qui paraît né- 
cessaire pour que le fluide ne se divise pas, et qui est reçue géné- 
ralement dans la théorie des fluides , il faudra que l'équation dont 
il s’agit ne contienne point le temps t; par conséquent la fonc- 
tion A de x, _y, z devra être telle que t y disparaisse après la 
substitution des valeurs de x,y, z en a, i, c, /. 

Par la même raison l’équation A=o de la surface libre ne devra 
point contenir t; ainsi la valeur de A devra être une simple fonc- 
tion de a, b, c sans t. 

Au reste, il y a des cas dans le mouvement d’un fluide qui 
s’écoule d’un vase ou la condition dont il s’agit ne doit pas avoir 
lieu; alors les déterminations qui résultent de cette condition ne 
sont plus nécessaires. 

g. Telles sont les équations par lesquelles on peut déterminer 
directement le mouvement d’un fluide quelconque incompressible. 
Mais ces équations sont sous une forme un peu compliquée, et 
il est possible de les réduire à une plus simple , en prenant pour 
inconnues, à la place des coordonnées x, y , z, les vitesses 
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^7 ’ %' Tïï ^ ans direction des coordonnées, et en regardaul ce3 

vitesses comme des fonctions de x, y, z, t. 

En effet, d’un côté il est clair que puisque x,y, z sont fonc- 
tions de a, b, c, f,Ies quantités p' ( , jj>, seront aussi fonctions 

des mêmes variables a, b, c, t-, donc si on conçoit qu'on subs- 
titue dans ces fonctions les valeurs de a, b, c en x, _y, z tirées de 

celles de x,y, z en a, b, c; on aura ^ exprimées en 
fonctions de x,y, z et t. 

D’un autre côté, il est clair que pour la connaissance actuelle 
du mouvement du fluide, il suilit de connaître à chaque instant le 
mouvement d’une particule quelconque qui occupe un lieu donné 
dans l’espace, sans qu’il Soit nécessaire de savoir les états pré- 
cédons de cette particule ; par conséquent il suffit d’avoir les va- 
leurs des vitesses ^ en fonctions de x, y, z, t 

D’ailleurs ces valeurs étant connues, si on les nomme p , q, r, 
on aura les équations dx=pdt, dy — qdt , dz — rdl, entre x, y, 
z, t, lesquelles étant .ensuite intégrées, de manière que x , y, z 
deviennent a, b, c, lorsque f=o, donneront les valeurs mêmes 
de x,y, z en a, b, c, t. 

Au reste , si on chasse dt de ces équations différentielles , on 
aura ces deux-ci pdy = qdx , pdz — rdx , lesquelles expriment la 
nature des dillérentcs courbes dans lesquelles tout le fluide sc meut 
à chaque instant , courbes qui changent de place et de forme d’un 
instant à l’autre. 

10 . Reprenons donc les équations fondamentales 4 ) et (23) des 
articles a et 3, et introduisons -y les variables p — ^, ç = Jj> 
r = Ÿ t , regardées comme des fonctions de jc, y, z, t. 
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Il est clair que les quantités ^ peuvent être mises 
, dx . dy ■ dz 

sous la forme > ~ÜT* ou cs < l uantltes "dt* dt* dt 50111 

censées des fonctions de a, I>, c, t- 
En les regardant donc comme telles , on aura pour la différence 

, cir f/c , <ic , dx , 

j dx ' </t , , dt * . ‘ Ht j, , ’ dt j • • j 

de rfi> -*“<*-* — rffl +-5T db + sr dc > ct amsi des 
autres; mais en les regardant comme fonctions de x,y , z, t, ct 
les désignant par p, q, r, leurs différences complètes seront 

+ + et ainsi des autres différences ; 

donc si dans ces dernières expressions on met pour dx, dy, dz 
leurs valeurs en a, b, c, t, il faudra qu’elles deviennent iden- 
tiques avec les premières; mais x étant regardé comme fonction 
de a, b, c, t, on a dx=^ dt+~ da+'-db+^dc, où ^ est 

évidemment =p, en supposant qu’on mette dans p les valeurs 
de x, y, z en a, b, c, t. 

Ainsi on aura dx = pdt 4- ^ da 4- etc. ; et de même 
dy = qdt 4 - “&da + etc. , dz = rdt + ^ da 4- etc. 



Substituant ces valeurs dans l’expression de la différence 
complète de ^ , les termes aûèctés de dt seront 

(a "KtI P dÿ ? ■+" S? r )**> * es( l uc ' 3 devant être identiques aveele 
. dx 

terme correspondant -j^-dt, ou bien dt, on aura 



7F dt ' P dx' * dy 



4* r 



dp. 

dx’ 
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et l’on trouvera de la même manière 



d’y d? l n d? rf'? 

dr Zt P dx V dy 



dq 
dz y 



<Pz dr , dr 

d? dt P Âc 



. dr , dr 

+ <lTy+ r Td 



Sot 



On fera donc ces substitutions dans les équations (A) ; et 
comme dans ces mêmes équations les termes ^ , j>- re- 
présentent des différences partielles de A, relativement à x, y, z, 
en supposant t constant, on y pourra changer la caractéristique 
D en d. 

On aura ainsi les transformées 




A l’égard de l’équation (B) de l’article 5, dans laquelle les diffé- 
rences marquées par d sont relatives à t, et celles qui sont mar- 
quées par D sont relatives à x, y, z, il n’y aura qu’à y mettre à 
la place de dx, dy, dz, leurs valeurs pdt, qdt, rdt, et changeant 
la caractéristique D en d , puisque la caractéristique est indiffë-- 
rente dans les différences partielles, on aura sur-le-champ, à cause 
de dt constant, 

£+§+£ = » <«• 

On voit que ces équations sont beaucoup plus simples que les 
équations (C) ou ( D ) et ( E ) auxquelles elles répondent, ainsi il 
convient de les employer de préférence dans la théorie des fluides.- 
Ces quatre équations (F) et (G) donneront p , q, r et A en fonc- 
tions de x, y , z et de t, regardé comme constante dans leur inté- 
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gration. Et si on voulait ensuite avoir les valeurs de x, y, Z en 
fonctions de t et des coordonnées primitives a, b, c, comme dans 
la première solution , il n’y aurait qu’à intégrer les équations 

dx = pdt, dy = qdt , dz = rdt, 

en y introduisant comme constantes Arbitraires les valeurs initiales 
a, b, c de je, y, z. 



îi. Dans les fluides homogènes et de densité uniforme, la quan- 
tité A qui exprime la dcnsilé, est tout-à-fàit constante; c’est le cas 
le plus ordinaire, et le seul que nous examinerons dans la suite. 

Mais dans les fluides hétérogènes, cette quantité doit être une 
fonction constante relativement au temps / pour la même particule, 
mais variable d’une particule à l’autre , selon une loi donnée. Ainsi 
en considérant le fluide dans l’état initial, où les coordonnées*, 
y, z sont a, b, c, la quantité A sera une fonction donnée et con- 
nue de a, b, c-, donc si on regarde A comme fonction de x, y, 
Z et t, il faudra qu’en y substituant les valeurs de x, y, z en fonc- 
tions de a, à, c et t, la variable t disparaisse, et par conséquent 
que la différentielle de A par rapport à t soit nulle. On aura donc, 
à cause de x, y, z fonctions de t, l’équation * 



dA 

Ht 



dx* dt^dj*dt^ 




O, 



où il faudra mettre pour ^ , -J-, ~ leurs valeurs p, q, r. 
Ainsi on aura l’équation 



t tfa t rfs . (Ja » tt\ 



qui servira à déterminer l’inconnue A dans les équations (F) , 
parce que dansVcs équations on doit traiter A comme une fonc- 
tion de sc, y, i . 
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A cet egard, elles sont moins avantageuses que les équations 
(C) ou (D), dans lesquelles on peut regarder A comme une fono- 
tion connue de a, b , c. 



12 . Ce que nous venons de dire relativement à la fonction A, 
il faudra l’appliquer aussi à la fonction A, en tant que A — o 
est l’équation des parois du vase , et qu’on suppose que le Ruide 
contigu aux parois ne peut se mouvoir qu’en coulant le long de 
ccs parois , de manière que les memes particules restent toujours 
à b surface. Car celte condition demande , comme on l’a vu dans 
l’article 8, que A devienne une fonction de a, b, c sans t; de 
sorte qu’en regardant cette quantité comme une fonction de x, y, 
z, t, on aura aussi l’équation 



dA , dA 

+P 



dA 



dA 



dt 



~dZ + < l-cÇ + ) 1Ü 



O (/). 



Pour les parties de la surface où le fluide sera libre , on aura 
l’équation X — o (art. b); il faudra, par conséquent, pour satisfaire 
à la meme condition , relativement à celte surface, que l’on 
ait aussi 



dx , dx , dx , dx . 

■d t +PH + <lTy + r T , : = 0 (*)' 



i3. Voilà les formules les plus générales et les plus simples 
pour la détermination rigoureuse du mouvement des fluides. La 
difficulté ne consiste plus que dans leur intégration ; mais elle est 
si grande que jusqu’à présent on a été obligé de se contenter, 
meme dans les problèmes les plus^simples, de méthodes particu- 
lières et fondées sur des hypothèses plus ou moins limitées. Pour 
diminuer autant qu’il est possible cette difficulté , nous allons exa- 
miner comment et dans quels cas ces formules peuvent encore 
être simplifiées ; nous en ferons ensuite l’application à quelques 
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questions sur le mouvement des fluides dans des vases ou des 

canaux. 



i4. Rien n’est d'abord plus facile que de satisfaire à l’équation (G) 
de l’article 10 ; car en faisant p — , q = elle devient 



| fi' 3 fi 



dr 



-T- y- = o , laquelle est intégrable relativement à z , 

et donne r= — ^ ; il n’est point nécessaire d’ajouter ici une 

fonction arbitraire, à cause des quantités indéterminées a et /3. 
Ainsi l’équation dont il s'agit sera satisfaite par ces valeurs 

d» d.i dm d$ 

P dz ’ ^ Sr dy ’ 



lesquelles étant ensuite substituées dans les trois équations (F) 
du même article , il n’y aura plus que trois inconnues , a, /3 et X ; 
et même il sera très-fadle d’éliminer X par des différentiations par- 
tielles. De sorte que de cette manière, si la densité A est cons- 
tante , le problème se trouvera réduit à deux équations uniques 
entre les inconnues x et j3, et si la densité A est variable, il y 
faudra joindre l’équation (H) de l’article n. Mais l'intégration de 
ces équations surpasse les forces de l’analyse connue. 



i5. Voyons donc si les équations ( F ), considérées en elles- 
mêmes , ne sont pas susceptibles de quelque simplification. 

En ne considérant dans la fonction X que la variabilité de x , 
y, 2 , on a dx = £ dx + | + g dz. 

Donc substituant pour ^ ~ ^ , leurs valeurs tirées de ces 
équations, on aura 



d\ 
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dX = {1ü + P' 1 £ +( l% +r Tz + x ')^ dx 
+ ( d £ + p%+v% +r Tz +Y ) Ad ? 

+ (% + P&+Q% +r %. + z ) V 2 - 

Le premier membre de cette équation étant une différentielle 
complète, il faudra que le second en soit une aussi, relativement 
b x, y, z-, et la valeur de A qu’on en tirera satisfera à la fois aux 
équations (F). 

Supposons maintenant que le fluide soit homogène , ensortc que 
la densité A soit constante ; et faisons-la, pour plus de simplicité, 
égale à l’unité. 

Supposons, de plus, que les forces accélératrices X, Y, Z soient 
telles que la quantité Xdx + Ydy + Zdz soit une différentielle 
complète. Cette condition est celle qui est nécessaire pour que le 
fluide puisse être en équilibre par ces mêmes forces, comme on 
l’a vu dans l’article 19 de la Section septième de la première par- 
tie. Elle a d’ailleurs toujours lieu , lorsque ces forces viennent d’une 
ou de plusieurs attractions proportionnelles à des fonctions quel- 
conques des distances aux centres, ce qui est le cas de la nature, 
puisqu’en nommant les attractions P, Q, R , etc., et les distances 
p, q, r, etc., on a en général 

Xdx 4 - Ydy 4- Zdz — Pdp+Qdq 4- iWr-f-etc., » •- » 

(Part. I, Sect. V, art 7). Faisant donc A = i , et 

Xdx 4 - Ydy 4- Zdz = Pdp 4- Qdq -|- Rdr- f- etc.= dP~, 

l’équation précédente deviendra 

Mèc. anal. Tom. IL 
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dl-dr^Q+p^ + q^ + rfydx 

+ Ô + / , ë + s| + r s)^ 

+ (£ +p d £ + ? $ + r S) dz Wi 

et il faudra que le second membre de cette équation soit une 
différentielle complète, puisque le premier en est une. Cette équa- 
tion équivaudra aussi aux équations (F) de l’article 10. 

Or en considérant la différentielle de p + q ~*~ r , prise relative- 
ment à x, j, z, il n’est pas difficile de voir qu’on peut donner 
nu second membre de l’équation dont U s’agit, celte forme : 



+ ci- s ü dx -pw + a - £) ^ ~p dz ) 



et on voit d’abord que cette quantité sera une différentielle com- 
plète , toutes les fois que pdx + qdy + rdz le sera elle-même ; car 

alors sa différentielle par rapport à t, savoir, ^ dx+ dy+ ~ dz 



le sera aussi, et de plus, les conditions connues de l’intégrabilitc 

, . dp dq dp dr dq dr 

donneront £ — £ = o, £ — — = 0, £—- = a. 



dy 



D’où il s’ensuit qu’on pourra satisËiire à l’équation (L) par la 
simple supjiosition que pdx H- qdy + rdz soit une différentielle 
complète ; et le calcul du mouvement du fluide sera par là beau- 
coup simplifié. Mais comme ce n’est qu’une supposition particu- 
lière, il importe d’examiner, avant tout, dans quels cas elle peut 
et doit avoir lieu. 
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16. Soit, pour abréger, 

„ jp dq_ a, dp dr „ dr 

dy dx 3 p — dL~di> ^ 3s dÿ’ 

il ne s’agira que de rendre une différentielle exacte la quantité 

î'k + î'fr+î* 

-f- a ( qdx —pdy) 4- fi(rdx — pdz ) + y(rdy — qdz). 

En regardant p, q, r comme des fonctions de t, on peut supposer 

P = p' 4 - p"t 4 - p”'t‘ 4- p"t 3 4- etc. , 
q = q' + q"t 4- q"'t‘ 4- q"t 3 4- etc. , 

• r = P 4- /'t 4- r"'<* 4- r"t 3 4- etc. , 

les quantités p’, p”, p'", etc.; q', q", q'", etc.-; r', r”, r"', etc. étaut 
des fonctions de x, y , z sans t. 

Ces valeurs étaut substituées dans les trois quantités », fi, y, 
clics deviendront 

» = *' 4- »"t 4- »"'l‘ 4- »”t 3 4- etc. , 
fi = fi' 4- fi"t 4- fi!"c h- fi"t 3 4- etc. , 
y = y' + y"t 4 - y'"v 4- y”t 3 4- etc. , 

en supposant 



»' = 


_ 

dy “ 


«V 

~ dx 3 


»"= 


dy__ 

d y 


dq' 
dx 9 


etc.. 


fi' — 


J? _ 

dz 


d/ 

~1L> 


fi"= 


d_£_ 

dz 


dr * 
dx 3 


etc., 




dq 


d/ 


u 


dq* 


dr" 


etc. 


y = 


dz ” 


dy 9 


y = 


~dz 


dy 3 



Ainsi la quantité ^ dx 4 - ^ dy 4- § dz 4- * ( qdx — pdy ) 4- 

fi(rdx —pdz) 4 - y (rdy — qdz) deviendra, après ces différentes 
substitutions, et eu ordonnant les termes par rapport aux puis- 
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sanccs de t, 

p"dx + q"dy -+- d'dz 

a'(q'dx — p'dy) + /3 '(ddx — p'dz) -f- y'ifdy — q'dz) 

4- 1 [a (p"'dx 4- q'"dy 4- r"'dz) 

4 -<t'{q"dx — p'dy) 4- P(f"dx — p"dz) + y'(fdy - q"dz) 

4 -*"{q'dx — p'dy) 4- P'Xddx — p'dz ) 4- y"(/dy — q'dz)] 

+ t‘[5(p"dx+ q”dy 4 - r"dz) 

4- a.'(q m dx — p’"dy) 4- P'(r"'dx — p"’dz) 4- y'{i jn dy — q'"dz) 

4- *"(q"dx — p"dy) 4- |S "(d'dx — p"dz) 4- y'V'dy — q"dz) 

- \-a"Xq'dx —p'dy) 4- P'ydx — p'dz) + y'"{fdy — q'dz)) 

4- etc. ; 

et comme cette quantité doit être une différentielle exacte, indé- 
pendamment de la valeur de /, il faudra que les quantités qui 
multiplient chaque puissance de t, soient chacune en particulier 
une diflércnlielle exacte. 

» Cela posé, supposons que p'dx+q'dy + r'dz soit une différen- 

tielle exacte, on aura, par les théorèmes connus , 

dp' __ dq’ dp’ d/ dq' __ dr 

dy —— 3r * dj. dx ’ dz Ç f 

donc, *'= o, p‘—o, y’= o; donc la première quantité, qui doit 
être une différentielle exacte , se réduira à p"dx 4- q"dy 4- r"dz\ et 
l’on aura par conséquent ces équations de condition *"= o, 
P" — °t >"=o. 

Alors la seconde quantité, qui doit être une différentielle exacte, 
deviendra a ( p’"dx -j- q"’dy -|- r"'dz) ; et il résultera de là les nou- 
velles équations a"'=o, /3"'=o, y"'= o. Desorteque la troisième 

quantité , qui doit être une différentielle exacte , sera 

3 (p"dx 4- q"dy 4- r"dz) ; d’où l’on tirera pareillement les équa- 
tions * 1T =:o, = o, y" — o, et ainsi de suite. Donc si 

p'dx + q'dy + /dz est une différentielle exacte, il faudra que 



j 
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p' , dx+q"dy-\-t J 'dz, p"'dx+q'"dy+r"'dz , p ' 'dx+q ' "dy-\-r' y dz , etc. 
soient aussi chacune en particulier des différentielles exactes. Far 
conséquent la quantité entière pdx + qdy -{-rdz sera dans ce cas 
une différentielle exacte, le temps t étant supposé fort petit. 

17. Il s’ensuit de là que si la quantité pdx ■+■ qdy + rdz est 
une différentielle exacte lorsque t = o, elle devra l’être aussi 
lorsque t aura une valeur quelconque ; donc en général , comme 
l’origine des t est arbitraire, et qu’on peut prendre également t 
positif ou négatif, il s’ensuit que si la quantité pdx -{-qdy -{-rdz 
est une différentielle exacte dans un instant quelconque, elle de- 
vra l’ctre pour tous les autres instans. Par conséquent, s’il y a un 
seul instant dans lequel elle ne soit pas une différentielle exacte , 
elle ne pourra jamais l’être pendant tout le mouvement; car si 
elle l’était dans un autre instant quelconque, elle devrait l’être 
aussi dans le premier. 

18. Lorsque le mouvement commence du repos, on a alors 
p = 0, q — o, r=o, lorsque t=o; donc pdx+qdy+rdz sera 
intégrable pour ce moment, et par conséquent devra l’être tou- 
jours pendant toute la durée du mouvement. * 

Mais s’il y a des vitesses imprimées au fluide, au commencement, 
tout dépend de la nature de ces vitesses, selon qu’elles seront 
telles que pdx -{-qdy -{-rdz soit une quantité intégrable ou non; 
dans le premier cas , la quantité pdx ■+■ qdy -f- rdz sera toujours 
intégrable ; dans le second , elle ne le sera jamais. 

Lorsque les vitesses initiales sont produites par une impulsion 
quelconque sur la surface du fluide , comme par l’action d’un pis- 
ton, on peut démontrer que pdx + qdy + rdz doit être intégrable 
dans le premier instant. Car il faut que les vitesses p, q, r, qne 
chaque point du fluide reçoit en vertu de l’impulsion donnée à la 
surface, soient telles, que si on détruisait ces vitesses, en impri- 
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mant en même temps à chaque point du fluide des vitesses égales 
et en sens contraire , toute la masse du fluide demeurât en repos 
ou en équilibre. Donc il faudra qu’il y ait équilibre dans cette 
masse, en vertu de l’impulsion appliquée à la surface, et des vi- 
tesses ou forces — p, — q, — r, appliquées à chacun des points 
de son intérieur ; par conséquent, d’après la loi générale de l’équi- 
libre des fluides ( Partie première, Section septième, article 19) , 
les quantités p, q, r devront être telles que pdx+qdy+rdz soit 
une différentielle exacte. Ainsi dans ce cas la même quantité de- 
vra toujours être une différentielle exacte dans chaque instant du 
mouvement. 



19. On pourrait peut-être douter s’il y a des mouvemens pos- 
sibles dans un fluide, pour lesquels pdx -f- qdy -f- rdz ne soit pas 
une différentielle exactfc. 

Pour lever ce doute par un exemple très-simple, il n’y a qu’à 
considérer le cas où l’on aurait p=gy , q — — gx , r — o,g étant 
une constante quelconque. On voit d’abord que dans ce cas 
pdx -f- qdy -{-rdz ne sera pas uue différentielle complète, puis- 
qu’elle devient g(fdx — xdy), qui n’est pas intégrable; cependant 
l’équation (L) de l’article i 5 sera intégrable d’elle -même ; car on 

aura g, g~ = — g, et toutes les autres différences partielles 
de p et q seront nulles; de sorte que l’équation dont il s’agit 



d\ — dy~ — g' (xdx -f- ydy ) , 
dont l'intégrale donne 

A = V — (x‘ -h y') -f- fond, t. 



valeur qui satisfera donc aux trois équations (F) de l’article 10. 

A l’égard de l’équation (G) du même article, elle aura heu aussi, 

puisque les valeurs supposées donnent ^ = 0, ^ = o , ‘-J = o. 
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Au reste, il est visible que ces valeurs de p, q, r représentent 
le mouvement d’un fluide qui tourne autour de l’axe fixe des coor- 
données z, avec une vitesse angulaire constante et égale à g ; et 
l’on sait qu’un pareil mouvement peut toujours avoir lieu dans 
un fluide. 

On peut conclure de là que dans le calcul des oscillations de la 
mer, en vertu de l’attraction du soleil et de la lune, on ne peut 
pas supposer que la quantité pdx -f- qdy -f- rdz soit intégrable, 
puisqu’elle ne l’est pas lorsque le fluide est en repos par rapport 
à la terre, et qu’il n’a que le mouvement de rotation qui lui est 
commun avec elle. 

20 . Après avoir déterminé les cas dans lesquels on est assuré 
que la quantité pdx + qdy -f- rdz doit cire une différentielle com- 
plète, voyons comment d’après cette condition, ou peut résoudre 
les équations du mouvement des fluides. 

Soit donc 

pdx -f- qdy + rdz = dp , 

p étant une fonction quelconque de x, y, z et de la variable t , 
laquelle est regardée comme constante dans la différentielle dp, on 

aura donc p , q = , r= et substituant ces valeurs 

dans l’équation (L) de l’article i5, elle deviendra 




. . 'Il j£î_ d't\ . 

\dldy ^ ùx ' dxdy ' flfÿ * dÿ* dz ‘ dydz 

i { ,l y . <!?_ d'p \ , 

\didz dje " dxdz ' dy ’ dydz ‘ dz " dz‘ ) ’ 

dont Fintégrale, relativement à x, y, z, est évidemment 
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On pourrait y ajouter une fonction arbitraire de t, puisque cette 
variable est regardée dans l’intégration comme constante; mais 
j’observe que cette fonction peut cire censée renfermée dans la 
valeur de 9; car en augmentant <f d’une fonction quelconque T 
de t, les valeurs de p, q, r demeurent les mêmes qu’auparavant, 
et le second membre de l’équation précédente se trouvera aug- 
* dT 

monté de la fonction , qui est arbitraire. On peut donc , sans 

déroger à la généralité de cette équation, se dispenser d’y ajou- 
ter aucune fonction arbitraire de t. 

On aura donc par cette équation , 



*-^+î + ;â9+ï(|>+ J©’. 

valeur qui satisfera à la fois aux trois équations (F) de l’article 10 ; 
et la détermination de <? dépendra de l’équation (G) du meme article, 

laquelle, en substituant pour p, q, r leurs valeurs 



devient 



d'p 



..y ci'ç , ■■ y 

d7- + dÿ + 3 ? ~ °' 



d*p 



Ainsi toute la difficulté ne consistera plus que dans l’intégra- 
tion de cette dernière équation. 

ai. 11 y a encore un cas très-étendu, dans lequel la quantité 
pdx -f- qdy -+- rdz doit être une différentielle exacte; c’est celui 
où l’on suppose que les vitesses p, q, r soient très-petites, et 
qu’on néglige les quantités très-petites du second ordre et des ordres 
suivans. Car il est visible que dans cette hypothèse, la même équa- 
tion [L) se réduira à 

dx - dr= % dx + %dy + %dz, 

où l’on voit que ^ dx -V- ~ dy -f- jg dz devant être intégrable re- 

- lativcmcnt 
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lativemcnt à x ,y, z, la quantité pdx -f - qdy + rdz devra l'être 
aussi. Ou aura ainsi les mêmes formules que dans l’article précé- 
dent, en supposant <p une fonction très-petite et négligeant les se- 
condes dimensions de <p et de ses différentielles. 



On pourra de plus, dans ce cas, déterminer les valeurs mêmes 
de x, y, z pour un temps quelconque. Car il n'y aura pour cela 
qu’à intégrer les équations dx—pdt, dy=qdt, dz—rdl (art. 9 ), dans 
lesquelles, puisque/», q, r sont très-petites, et que par conséquent 
dx, dy, dz sont aussi très-petites du même ordre vis-à-vis de dt, 
on pourra regarder x, y, z comme constantes par rapport à t. De 
sorte qu’en traitant t seul comme variable dans les fonctions p, 
q, r, et ajoutant les constantes a, b, c, on aura sur-le-champ 
x = a -\-f pdt , y = b -f- fqdt, z = c + frdt. Donc faisant, pour 
abréger, et changeant dans ® les variables x, y , z en 

a, b, c, on aura simplement 



* = a +2c’ 



J' = à + 



dQ 
db ■ 



z=c + 



f/<& 

3P 



où la fonction 4> devra être prise de manière qu’elle soit nulle 
lorsque t = o , afin que a, b, c soient les valeurs initiales do 

*, y, z- 

Ce cas a lieu dans la théorie des ondes et dans toutes les pe- 
tites oscillations. 



aa. En général, lorsque la masse du fluide est. telle que l’une 
de scs dimensions soit considérablement plus petite que chacune 
des deux autres, cnsorle qu’on puisse regarder, par exemple, les 
coordonnées z comme très- petites vis-à-vis de x et y ; cette circons- 
tance servira dans tous les cas à faciliter la résolution des équa- 
tions générales. 

Car il est clair qu’on pourrait donner alors aux inconnues p , 
Mëc. anal. T'ont. II. .. 4° 
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q, r, A la forme suivante ; 

P — p' 4- p"z 4- p m z‘ 4- etc. , 
q — y' 4- Ç''2 4- }'"*• 4- etc. , 
r = r' +f»z+ r"'z‘ -f etc. , 
A s= A' H- A"z -f- A"'z“ + etc., 



dans lesquelles p', p", etc.; q', q", etc. ;V, r", etc.; A', A", etc. 
seraient des fonctions de x , y, t sans z; de sorte qu’en faisant 
ces subslitQlions , on aurait des équations en séries , lesquelles ne 
contiendraient que des différences partielles relatives à x, y, t. 

Four donner là-dessus un essai de calcul , supposons de nou- 
veau qu’il ne s’agisse que d’un fluide homogène , où A = i ; et 
commençons par substituer les voleurs précédentes dans l’équa- 
tion (G) de f article 10 , et ordonnant les termes par rapport à z, 
on aura 

+ *<£+%+«") 

+ r 0£+f + 3r ”) 

. 4- etc. 



De sorte que, comme p',p", etc.; q', q", etc. ne doivent point 
contenir z , on aura ces équations particulières , 



*£ _i_ 

tiv dy 



r " 






% + % + .-" = 0 , 

dx ^ <ty ^ ° r 



etc. , 



par lesquelles on déterminera d’abord les quantités f\ r*', r”, etc. , 
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et les autres quantités r', p', p", etc.; g', g", etc. demeureront 
encore indéterminées. 

On fera les mêmes substitutions dans l’équation (L) de l’article i5, 
laquelle équivaut aux trois équations (F) de l’article 10 , et il est 
aisé de voir qu’elle se réduira à la forme suivante : 

d^ — df^ = a.dx -f- (&dy -f- ydz + z ( x'dx -f- &'dy -f- y'dz) 

H- z , (a"dx 4- fi'dy+y'dz) -f etc. , 



en faisant, pour abréger, 



*=£ + ?'£ + ?'£ + -Y. 



<W 






> = % + p' % + 

*'= ¥ + p & + P" % + 9' % + <t %+ >r>p"+ry, 
P- % + P'% +p" %.+ î'ÿ + î" %+ «Y + d'q", 
y'=% + P'ïi+p"Ts + 4% +?% + «'!” +1**. 

et ainsi de suite. 

Donc pour que le second membre de cette équation soit inté- 
grable, il faudra que tes quantités 



, d/ 



dy 

», d/ 



adx + fiây , 

ydz -f- z ( a-’dx 4- fi’ây), 
y’zdz 4- z* la!'dx 4- P'dy ) , 
etc. , 

soient chacune intégrable en particulier. . 

Si donc on dénote par » une fonction de x, y, t sans z, on 
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aura ccs conditions : 




dm 

a*» 

dy 

adx ’ 




au dy 

* a3ÿ ’ 




etc. 



Alors l’cquation intégrée donnera 




A = V -f- a> -4- ^ >'z* -f- etc.. 



et il ne s’agira que de satisfaire aux conditions précédentes, par 
le moyen des fonctions indéterminées u, r 1 , p', p", etc.; q', q", etc. 

Le calcul deviendrait plus facile encore , si les deux variables 
y et z étaient très-petites en meme temps, vis-à-vis de x ; car 
on pourrait supposer alors 



p — p' p"y + p'”z + p"y‘ -f- p’yz -f- etc. , 

q = q' 4- q"y 4- q"'z + q"y' + q'yz + etc., 

r = r' 4- r"y -f- r"'z -f- r”y‘ -f- r'yz -f- etc., 

les quantités p', p", etc.; q', q", etc.; r 1 , r", etc. étant de simples 

fonctions de x. 

Faisant ccs substitutions dans l’équation (G) , et égalant sépa- 
rément à zéro les termes affectés de y, z et de leurs produits, 
on aurait 

% + a q" + r = o, i 

etc. 

Ensuite l’équation (L) deviendrait de la forme 

dh — dy%=. adx + @Jy -f* ydz -f -y(a'dx -f- fi'dy -+- y'dz) 

• -f-z (a'Jx -f- @"dy+y"dz ) -f- etc. 
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en supposant 

« = $ + p' £ + ?'/>" + 

(* = d & + P'% + îY + 'V"> 

> = T t + p' i : + 

«' = -£+/>' £ + >* £ + 3 ?'/> ,T + ?>" + 'V + 'V"> 

etc., 

et l’on aurait pour l’intégrabilité de cette équation les conditions 
a' = , a" = ^ , etc. , moyennant quoi elle donnerait 

à = -f- yWx -J- jSy + jz + etc. 

Enfin on pourra aussi quelquefois simplifier le calcul par le 
moyen des substitutions, en introduisant à la place des coordon- 
nées x , y, z d’autres variables Ç , s , £ , lesquelles soient des 
lbnclions données de celles-là; cl si, par la nature de la ques- 
tion, la variable £, par exemple, ou les deux variables h et £ 
sont très-petites vis-à-vis de Ç, on pourra employer des réduc- 
tions analogues à celles que nous venons d’exposer. 

$ II- 

Du mouvement des fluides pesons et homogènes dans des vases 
ou canaux' de figure quelconque. 

sa. Pour montrer l’usage des principes et des formules que nous 
venons de donner, nous allons les appliquer aux fluides qui se 
meuvent dans des vases ou des canaux de figure donuée. 

Nous supposerons que le fluide soit homogène et pesant, et qu’il 
parte du repos, ou qu’il soit rois en mouvement par l’impulsion 
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d’an piston appliqué à sa surface ; ainsi les vitesses p, q, r do 
chaque particule, devront être telles que la quantité pdx-j-qdy+rdz 
soit intégrable (art. 1 8 ) ; par conséquent on pourra employer les 
formules de l’article ao. 

Soit donc ç une fonction de x, y, z et t, déterminée par 
l’cquation 

d'a . d’a . d'à 

• o. 



d'f , d'9 






d'ç 



on aura d’abord pour les vitesses de chaque particule, suivant 
les directions des coordonnées x, y, z, ces expressions, 



d* 

dz ’ 



dt> 

1 ~ Ty' 



t la 

r —Ta 



Ensuite on aura 

»= &+;(£)'+ Kg)+;<©‘- 



quantité qui devra être nulle à la surface extérieure libre du 
fluide (art. a). 

Quant à la valeur de V qui dépend des forces accélératrices 
du fluide (art. i5), si on exprime par g la force accélératrioe de 
la gravité, et qu’on nomme 0, a, Ç les angles que les axes des 
coordonnées x, y, z font avec la verticale menée du point d’in- 
tersection de ces axes, et dirigée de haut en bas, on aura 

X = — Æ'CosÇ, Y= — (fcosx, Z = — g cos Ç; je donne le signe 
— aux valeurs des forces X, Y, Z , parce que ces forces sont sup- 
posées tendre à diminuer les coordonnées x, y, z. Donc puisque 
dy =Xdx-\~ Ydy -f- Zdz, on aura en intégrant, 

V — — gx cosÇ — gy cos » — gz cos£. 



a4. Soit maintenant z = «, ou z — * = o, l’équation d’une des 
■parois du canal, a étant une fonction donnée de x, y sansz ni t. 
Pour que les mêmes particules du fluide soient toujours contiguës 
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à celte paroi, il faudra remplir l'équation (I) de l’article îa, 
supposant A — z — a. On aura donc 



en y 



d$ d& k _ dm dt> dm 

di S X E ity X ° ’ 



équation à laquelle devra satisfaire la valeur z = a. Chaque paroi 
fournira aussi une équation semblable. 

De même puisque X — o est l’équation de la surface extérieure 
du fluide , pour que les mêmes particules soient constamment dans 
cette surface, on aura l’équation 



d* 

di 



df V 

37 dx ' dy dy dz 






laquelle devra avoir lieu et donner par conséquent une même va- 
leur de z que l’équation X = o. Mais cette équation ne sera plus 
nécessaire dés que la condition dont il s’agit cessera d’avoir lieu. 



a5. Cela posé , il faut commencer par déterminer la fonction p. 
Or l’équation d’où elle dépend n’étant intégrable en général par 
aucune méthode connue , nous supposerons que l’une des dimen- 
sions de la masse fluide soit fort petite vis-à-vis des deux autres, 
ensorte que les coordonnées z, par exemple, soient très-petites 
relativement à x et y. Par le moyen de cette supposition , on pourra 
représenter la valeur de p par une série de cette forme : 
p = p' -h Zp" ■+■ z‘p"' + z'p" -f- etc. , 



où p\ p", p'", etc. , seront des fonctions de x, y , t sans z. 

Faisant donc cette substitution dans l’équation précédente, elle 
deviendra 

dV dy 

37* + dÿ 

, /<*v , 

+ * U? ■+■ Ty 



+ !><r 

dy + 9 - 3 *") 

+ + 3 - 4 *’ ) + etc - = 
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De sorte qu’en égalant séparément à zéro les termes affectés 
des différentes puissances de z, on aura 

1,1 d'p d’p' 

” arfx’ 21 ly' ’ 

” a . 3 dx' a . 3 rfy* ’ 

, • d't m rf 1 *" 

^ 3.4<fcc* 3.4‘^y* 

dp d'ç' . rf L ÿ' 

a 3.4rfx* ' 3 .4rfx*dy* ' a.3.4*(y* ’ 

etc. 



Ainsi l’expression 



p = -f- z?" 



de i p deviendra 




dans laquelle les fonctions <p' et <p" sont indéterminées , ce qui 
lait voir que cette expression est l’intégrale complète de l’équa- 
tion proposée. 

Ayant trouvé l’expression de <p , on aura par la différentiation 
celles de p, q, r, comme il suit: 



d* _ dp' , df_’ fdy 

— rfl ~ rfé + 2 dx a \3j ; + 

-1 /J 






- fdY 

dp 



dxdy') 

&) + etC ’ 



dp dp' dtf_ £ / d V , 

9 rfy rfy ' rfy a \rfi-*dy ’ 

* (W . 

2.3 \9T 



df fd'p' 

= rf* =<P — z v 



«f'f' 1 

“ z Vrf? -+ ' 3yV "» Vrfi‘ ” r " df 



dp\ 
dy s ) 

*S)+ 

?'\ ^ v 

y* y a v 



~ÎJÿ dy . 



etc. , 



+ 9 ) 



Et 
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Et substituant ces valeurs dans l’expression de A de l’article aô, 
«lie deviendra de cette forme : 



dans laquelle 



A = A' -+- zX" + 2*A m + z’À'* + etc. , 
A' = — g (x cos Ç -f - y cos *) -+- ^ 

+ KS) + ï(^)' + *î' p "‘» 



A 1 '=-* C0# Ç + £ 



dp" 



dt 

dp' dp’ , dp' 






3x dx 






x m 1 / d'p' d'p' \ i 

a \ rffrfx* ’ Arfy* / ** a \dxj 



dp’ (d'p' 

3x 

1 rfÿ' / rfV 



a Je ïîrfyO 



i /rf»“\* 

’iUJ 



i dp ( d'p rf>'\ 1 /<£p <rç\‘ 

a dy \dx'dy ‘ dy ) a \(ix J ’ dy * / 

d'p’ 

rfy 



a v \ rfr* ^ rfy /* 



et ainsi de suite. 



36. Maintenant si z = « est l’équation des paroi*, « étant 
une fonction fort petite de x et y sans r, l’équation de condition 
pour que les mêmes particules soient toujours contiguës à ces pa- 
rois (art. a4) deviendra , par les substitutions précédentes , 



- *•/ rf*' ~ rf* dp’ dm 

^ Jx dx dy dy 



- z r ^ 



d*Q f 

L rfr* (Ç* "rfT ^ 3r -r ‘ rfy 

i T* r !?** rf’** /rf S * I d'p \ dm ( d'p' . rf’A rf«~| 

a Lrfv* rfy* VrfaH ‘ rfir/y V dx \dxdy ' dy' ) dy J 



rf*: x ÿ+^xÿl 

rfx ai: ' «y ay J 



+ etc., 

Siée. anal. Tom. il. 



4 » 
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laquelle devant avoir lieu, lorsqu’on fait z = a, sc réduira à cette 

forme plus simple, 



<P" - 



+ 



dç' 

dM Hx 



d. 



dp' 

‘dÇ 



d., 



„ dp" 
tix 



lin 



• dx dy âax 2 f/y 



a.Mv 



•% 



4- etc. = o , 



et il faudra que celte équation soit vraie dans toute l'étendue des 
parois données. 



27. Enfin l’équation de la surface extérieure et libre du fluide 
étant À = o , sera de la forme 



A' 4 - zA" 4 - Z‘ A'" 4 - z’A” 4 - etc. = o ; 
et féquation de condition , pour que les mêmes particules demeurent 
à la surface (art. 21), sera 






4- etc. = o. 



Chassant z de ces deux équations, on en aura une qui devra 
subsister d’elle-mêmc , pour tous les points de la surface extérieure. 
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5a3 



Application de ces formules au mouvement d'un fluide qui 
coule dans un vase étroit et presque vertical. 



28. Imaginons maintenant que le fluide coule dans un vase 
étroit et à peu près vertical , et supposons, pour plus de simpli- 
cité, que les abscisses x soient verticales et dirigées de haut en 
bas, on aura (art. a 5 ), £ = o, >1 = 90°, £ = go*; donc cos£=i, 
coss = o, cos£ = o. 

Supposons de plus, pour simplifier la question autant qu’il est 
possible , que le vase soit plan , ensorte que des deux ordonnées 
y et z, les premières y soient nulles, et les secondes z soient 
fort petites. 

Enfin, soient z — a. et z=j8 les équations des deux parois du 
vase, a et /3 étant des fonctions de x connues et fort petites. 
Ou aura, relativement à ces parois, les deux équations (art. 26), 



P" 

P" 



JJ 

d ‘Tc 

(î$ f 



d.fi 



adx 
dj 



dx 



dp 



dx 



dx 



2 dx 



+• etc. = o, 



+- etc. = o, 






lesquelles serviront à déterminer les fonctions <p' et 

Nous regarderons les quantités z, «, /3 comme très-petites du 
premier ordre, et nous négligerons, du moins dans la première 
approximation , les quantités du second ordre et des ordres sui- 
vons. Ainsi les deux équations précédentes se réduiront à celles-ci: 



P — 



P" - 



d.fi 



dp' 

de 



dx 



lesquelles, étant retranchées Time de l’autre, donnent 
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3a4 

d,(«— jt)"?- . , . 

— ~ r = o, équation dont l’intégrale est (« — /S) =.6, fl étant 

une fonction arbitraire de t, laquelle doit être très-petite du pre- 
mier ordre. 

Or il visible que a — /3 est la largeur horizontale du vase, que 
nous représenterons par y. Ainsi on aura ^ = *- , et intégrant 

de nouveau, par rapport à x, , en désignant par d~ 

une nouvelle fonction arbitraire de L 



Si on ajoute ensemble les mêmes équations, et qu’on fasse 
= /x , on eu tirera <p'' = - -^ c , ou en substituant la valeur 

j. d."- 

dc , <p'' = â D’où l’on voit que puisque y, (jl, fl sont des 

quantités très-petites du premier ordre, <p' ! sera aussi très-petite 
du meme ordre. 

Donc en négligeant toujours les quantités du second ordre, on 
aura , par les formules de l’article a5 , la vitesse verticale 

p = — =a^, h vitesse horizontale 




Ensuite , à cause de cos £ = o la quantité A." sera aussi très- 
petite du premier ordre. I’ar conséquent, la valeur de > se réduira 
(art. a5) à 



A' = 



— gx 




-b 




r 

ay*’ 






Cette valeur, égalée à zéro, donnera la figure de la surface 
du fluide ; et comme elle ne renferme point l’ordonnée z , mais 
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seulement l’abscisse x et le temps t, il s’ensuit que la surface du 

fluide devra être à chaque instant plane et horizontale. 

Enfin l’équation de condition, pour que les mêmes particules 

soient toujours à la surface, se réduira, par la même raison, à 

„ . d\' , dt' d>! , . , . dx . » dx , „ 

celle-ci T( + (art. a 7 ), savoir ^ 4- ; X ^ = o, laquelle 

ne contient pas non plus z , mais seulement x et t. 



39. Pour distinguer les quantités qui se rapportent à b surface 
supérieure du fluide , de celles qui se rapportent à la surface in- 
férieure, nous marquerons les premières par un trait et les secondes 
par deux traits. Ainsi x', y', etc. seront l’abscisse, la largeur du 
vase , etc. pour la surface supérieure ; x", y", etc. seront de même 
l’abscisse, la largeur du vase, etc. à la surface intérieure. 

Donc aussi A', A" dénoteront dans la suite les valeurs de A pour 
les deux surfaces ; de sorte que l’on aura , pour la surface supé- 
rieure, l’équation 



. , , , dt rdt? rfs . r 



et pour la surface inférieure , l’équation semblable , 




Enfin, ~ A x = o sera l’équation de condition pour que 
les mêmes particules qui sont une fois à la surface supérieure y 
restent toujours; et ■+■ 4 X jg? = ° sera l’équation de con- 
dition pour que la surface inferieure contienne toujours les mêmes 
particules du fluide. 

Cela posé, il faut distinguer quatre cas dans la manière dont 
un fluide peut couler dans un vase ; et chacun de ces cas demande 
une solution particulière. 



I 
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3o. Le premier cas est celui où une quaiitilé donnée de fluide 
coule dans un vase indéfini. Dans ce cas , il est visible que Tune 
et l'autre surface doit toujours contenir les mêmes particules, et 
qu’ainsi on aura pour ces deux surfaces les équations A' = o , 
A" = o, et de plus, 



dx' , i 
~dt + 7 
dx’ t 

~dt 7 




<>>: 

37 



= °> 



quatre équations qui serviront à déterminer les variables x', 7', 
6 , 9r en /. 

t r f dx' dx' 

L’equatlon A' = o étant difiërcntiée , donne dx' -f- dt=o; 
donc = — —j, x ; substituant cette valeur dans l’équation 
dx' , t dx' j. . d>! de t 

\Tt + 7 x 37 = 0 » et dlv,sant P ar 37 ’ on anra 7T — 7- 
On trouvera de même, en combinant l’équation A"=o avec 

dx- dx- de’ „ . dx’ » 

1 équation — celle-ci : -*=;=. 

Donc on aura flif/ = y'dx 1 — y"<17\ équations séparées; par 
conséquent ou aura en intégrant 

fy"dx" — fy'd7 = in , 

m étant une constante, laquelle exprime évidemment la quantité 
donnée du fluide qui coule dans le vase. Cette équation donnera 
ainsi la valeur de .v" en x'. 

Maintenant si on substitue dans l’équation A'=p, pour dt sa 
valeur , elle devient -g X '+j$L J* = o, 

laquelle étant multipliée par — y'dx', donne celle-ci 

gy'x'dx' — 6(/Q \f'K 6 =o, qu’on voit être intégrable, 



% 



Digitized by Google 



SECONDE PARTIE, SECTION XI. 5a f 

et dont l’iniégrale sera 

gfy'x'dx' — *— y' ^ = const. 

On trouvera de la même manière , en substituant ~ — à la 

place de dt dans l’équation X" = o, et multipliant par — y"dx", 
une nouvelle équation intégrable, et dont l’intégrale sera 

gf y"dx " — *— /W3- = const. 

Retranchant ces deux équations l’une de l’autre, pour en éli- 
miner le terme on aura celle-ci : 



g(fy"x"dx" -fy'xdx) - J (f‘K - f“) = Z, 
dans Laquelle les quantités fy"x"d‘ l — fy'x'dx' et f-^r — f 



expriment les intégrales de yxdx et de — , prises depuis X — X 1 

jusqu’à x=-x'', et où L est une constante. 

Cette équation donnera donc 6 en x', puisque x" est déjà connue 
en x', par l’équation trouvée plus haut. Ayant ainsi 9 en x', on 



trouvera aussi I en x‘, par l’équation dt— , dont l’intégrale 
est -|- H , //étant une constante arbitraire. 



A l’égard des deux constantes L et //, on les déterminera par 
l’état initial du fluide. Car lorsque t = o, la valeur de x' sera 
donnée par la position initiale du lluide dans le vase; et si on sup- 
pose que les vitesses initiales du fluide soient milles, il faudra 
que l’on ait 9 = o, lorsque t—o, pour que les expressions p, q, 
r (art. a8) deviennent nulles. Mais si le fluide avait été mis d’abord 
en mouvement par des impulsions quelconques, alors les valeurs 
de A' et A" seraient dounées lorsque t — o, puisque la quantité A 
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rapportée à la surface du fluide exprime la pression que le fluide 
y exerce, et qui doit cire contre-balancée par la pression exté- 
rieure (art. a). Or on a (art. ag) 






donc en faisant < — o, on aura une équation qui servira à dé- 
terminer la valeur initiale de ô. 

Ainsi le problème est résolu, et le mouvement du fluide est 
entièrement déterminé. 



3i. Le second cas a lieu lorsque le vase est d’une longueur 
déterminée, et que le fluide s’écoule par le fond du vase. Dans 
ce cas on aura, comme dans le cas précédent, pour la surface su- 
périeure, les deux équations X'=o et ^ ^ = o; mais 

pour la surface inférieure, on aura simplement l'équation K" = o, 
puisqu’à cause de l’écoulement du fluide , il doit y avoir à chaque 
instant de nouvelles particules à cette surface. Mais d’un autre côté, 
l’abscisse x" pour celte même surface , sera donnée et constante ; 
de sorte qu’il n’y aura que trois inconnues à déterminer, savoir, 
x', 6 et Sr. 

Les deux premières équations donnent d’abord, comme dans le 
cas précédent , celle-ci : dt — , et 




rdjf 
a y 



ensuite l’équation A" = o donnera 



,, . di rdx“ .</»,!• 

V + 3T + Ï7 1 ~ 

où l’on remarquera que x 1 ", y H et Ç , sont des constantes que 

nous dénoterons, pour plus de simplicité, par f, h, n. Ainsi en 

substituant 
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substituant à dt sa valeur - — , multipliant ensuite par — y'dx ' , 
on aura l’équation gfy'dxl — lâdb — QdS — — — o. 

Donc retranchant de celle-ci l’équation précédente , pour en éli- 
miner les termes QdS , on aura 

* <?( /— *' ) y'dx' — (n —f %) 0</fl — Qç — £) Q'dx’ = o ; 

équation qui ne contient que les deux variables x’ et 0, et par 
laquelle on pourra donc déterminer une de ces variables en fonc- 
tion de l’autre. 

Ensuite on aura t exprimé par la même variable , en intégrant 
l’équation dt et l’on déterminera les constantes par l’état 
initial du fluide , comme dans le problème précédent. 

3a. Le troisième cas a lieu lorsqu’un fluide coule dans un vase 
indéfini , mais qui est entretenu toujours plein à la même hau- 
teur, par de nouveau fluide qu’on y verse continuellement. Ce cas 
est l’inverse du précédent j car 011 aura ici pour 1a surface infé- 
rieure les deux équations \" — o et et pour la 

surface supérieure, on aura simplement l’équation A'=o, à cause 
du changement continuel des particules de cette surface. Ainsi il 
n’y aura qu’à changer dans les équations de l’article précédent les 
quantités x\ y’ en x", y", et prendre pour f , h, n les valeurs 

données de x 1 , - 

Au reste, nous supposons que l’addition du nouveau fluide se 
fuit de manière que chaque couche prend d’abord la vitesse de celle 
qui la suit immédiatement, et qu’ainsi l’augmentation ou la dimi- 
nution de vitesse de cette couche, pendant le premier instant, est 

liée. anal. Tom. II. 4 3 
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la même que si le vase n’était pas entretenu plein à la même hau- 
teur durant cet instant. 

53. Enfin le dernier cas est celui où le fluide sort d’un vase 
de longueur déterminée , et qui est entretenu toujours plein à la 
même hauteur. Ici les particules des surfaces supérieure et infe- 
rieure se renouvellent entièrement ; par conséquent on aura sim- 
plement pour ces deux surfaces les équations A' = o, A''=o; 
mais en même temps les deux abscisses x' et x” seront données 
et constantes, ensortc qu’il n’y aura que les deux inconnues Ô et a 
à déterminer en t. 

Soit donc *'=, /, y‘ = h, J'y =n, *'=F, y=N, 

les deux équations A's=o, A"=o deviendront 



* dt 1 dt 'a h* 



o; 



d’où chassant , on aura 

/(F-/>-<tf-»)£-(i-à) l‘ = 0 , - 

d’où ion tire 

_ ( A' — ni iB 

* 

équation séparée, et qui est intégrable par des arcs de cercle ou 
des logarithmes. 

54. Les solutions précédentes sont conformes à celles que les 
premiers auteurs auxquels on doit des théories du mouvement des 
fluides ont trouvées, d’après la supposition que les différentes tranches 
du fluide conservent exactement leur parallélisme , en descendant 
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dans le vase. ( ployez l'Hydrodynamique de Daniel Bernoulli, l’Ily- 
draulique de Jean Bernoulli, et le Traite des Fluides de d’Aleinberl.) 
Notre analyse fait voir que cette supposition n’est exacte que 
lorsque la largeur du vase est infiniment petite, mais qu’elle peut, 
dans tous les cas, être employée pour une première approxima- 
tion, et que les solutions qui en résultent sont exactes, aux quan- 
tités du second ordre prés, en regardant les largeurs du vase comme 
des quantités du premier ordre. 

Mais le grand avantage de cette analyse , est qu’on peut par son 
moyen approcher de plus en plus du vrai mouvement des fluides, 
dans des vases de figure quelconque; car ayant trouvé, ainsi que 
nous venons de le foire, les premières valeurs des inconnues, en 
négligeant les secondes dimensions des largeurs du vase, il sera 
facile de pousser l’approximation plus loin, en ayant égard succes- 
sivement aux termes négligés. Ce détail n’a de difficulté que la lon- 
gueur du calcul, et nous n’y entrerons point quant à présent. 

Applications des mêmes formules au mouvement d’un fluide contenu 
dans un canal peu profond et presque horizontal , et en parti- 
culier au mouvement des ondes. 

35. Puisqu’on suppose la hauteur du fluide fort petite, il faudra 
prendre les coordonnées z verticales et dirigées de haut en bas , 
les abscisses x et les outres ordonnées y deviendront horizontales , 
et Ton aura (art. a3) cos Ç = o, cos s = o , cos £= 1 . En prenant 
leâ axes des x et y dans le plan horizontal formé par 1a surface 
supérieure du fluide, dans l’état d’équilibre, soit z= * l’équation 
du fond du canal , « étant une fonction de x et y. 

Nous regarderons les quantités z et a comme très-petites du 
premier ordre , et nous négligerons les quantités du second ordre 



4 
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et des suivans , c’cst-à-dirc celles qui contiendront les carrés et 

les produits de z et a. 



L’équation 
(art. a6) 



de condition relative au fond du canal donnera 




d 



du 



dx 



«.* - 7 — 

_ d y 



d’où l’on voit que <p" est une quantité du premier ordre. 

Ensuite la valeur de la quantité A se réduira à A'-(-A"z (art. a 5 ) -, 
et il faudra négliger dans l’expression de A' les quantités du second 
ordre, et dans celle de A" les quantités du premier. Ainsi, à cause 
de cosÇ = o , cos » = o , cos Ç" = 1 , on aura , par les formules 
du même article, 



A' = 



dp' 



ks+kd- *•— , 



On aura donc (art. 37), pour la surface supérieure du fluide, 
l’équation A ' — ^ = 0, et ensuite l’équation de condition 



d>: 

Ht’ 



dp' dx' 

"dx >< Tx 






dp' dx' 
’ dy X dy 



+ 30 -- 



» y 

L’équation A' — gz = 0, donne sur-le-champ z = - pour la fi- 

b 

gure de la surface supérieure du fluide à chaque instant, et comme 
l’équation de condition doit avoir lieu aussi relativement à la même 
surface, il faudra qu’elle soit vraie, en y substituant à z cette 

même valeur Celte équation deviendra donc par là de cette 
forme : 



dt 




- gQ" ~ O, 
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*t substituant encore pour <p" sa valeur trouvée ci-dessus , elle se 
réduira à celle-ci : 



K , d * _ 

ïû ^ c h — — z — °> 

dans laquelle il n’y aura plus qu'à mettre à la place de A' sa va- 
leur , -f- i (~^ -f- J (~p~) i et l’on aura une équation aux diffé- 

rences partielles du second ordre, qui servira à déterminer p' en 
fonction de X, y, t 

Après quoi on connaîtra la figure de la surface supérieure du 
fluide, par l’équation 



1 



- d jL _i_ J_ JL (ÙL'f < 

gt/i a g\cixj ' ag \dy ) ’ 



et si on voulait connaître aussi les vitesses horizontales p , q 
de chaque particule du fluide, on les aurait par les formules 



P ~ ? =5y( art - a5 > 



56. Le calcul intégral des équations aux différences partielles 
est encore bien éloigné de la perfection nécessaire pour l’intégra- 
tion d’équations aussi compliquées que celle dont il s’agit, et il 
ne reste d’autre ressource que de simplifier cette équation par 
quelque limitation. 

Nous supposerons pour cela, que le fluide dans son mou- 
vement, ne s’élève ni ne s’abaisse au-dessus ou au-dessous du 
niveau , qu’inflniment peu , cnsortc que les ordonnées z de la sur- 
face supérieure soient toujours très-petites, et qu’outre cela les 
vitesses horizontales p cl q soient aussi infiniment petites. 11 fau- 
dra donc que les quantités ^ soient infiniment petites, 
et qu’ainsi la quantité soit elle-même infiniment petite. 
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Ainsi négligeant dans l’équation proposée les quantités infini- 
ment petites du second ordre et des ordres ultérieurs, elle so 
réduira à cette forme linéaire 



dF 



dx 






dx 






et l’on aura 



M ,, dp' 

z ~ £3i' ¥ 



? = 



dp' 

w 



Cette équation contient donc la théorie générale des petites 
agitations d’uu fluide peu profond, et par conséquent la vraie 
théorie des ondes formées par les élévations et les abaissemens 
successifs et infiniment petits d’une eau stagnante et contenue 
dans un canal ou bassin peu profond. La théorie des ondes que 
Newton a donnée dans la proposition quarante-sixième du second 
Livre, étant fondée sur la supposition précaire et peu naturelle, 
que les oscillations verticales des ondes soient analogues à celles 
de l’eau dans un tuyau recourbé, doit être regardée comme ab- 
solument insuffisante pour expliquer ce problème. 



37 . Si on suppose que le canal ou bassin ait un fond horizon- 
tal , alors la quantité <* sera constante et égale à la profondeur 
de l'eau , et l’équation pour le mouvement des ondes deviendra 




Cette équation est entièrement semblable à celle qui détermine 
les petites agitations de l’air, dans la formation du son, en n’ayant 
égard qu’au mouvement des particules, parallèlement à l’horizon , 
comme on le verra dans l’article 9 de la Section suivante. Les 
élévations z, au-dessus du niveau de l’eau, répondent aux con- 
densations de l’air, et la profondeur * de l’eau dans le canal, 
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répond à la hauteur de l’atmosphère supposée homogène , ce qui 
établit une parfaite analogie entre les ondes formées à la surface 
d’une eau tranquille , par les élévations et les abaisscmens succes- 
sifs de l’eau, et les ondes formées dans l’air, par les condensations 
et raréfactions successives de l’air, analogie que plusieurs auteurs 
avaient déjà supposée, mais que personne jusqu’ici n’avait encore 
rigoureusement démontrée. 

Ainsi comme la vitesse de la propagation du son se trouve égale 
à celle qu’un corps grave acquerrait eu tombant de la moitié de 
la hauteur de l’atmosphère supposée homogène , la vitesse de la 
propagation des ondes sera la même que celle qu’un corps grave 
acquerrait eu descendant d’une hauteur égale à la moitié de la 
profondeur de l’eau dans le canal. Par conséquent, si cette pro- 
fondeur est d’un pied, la vitesse des ondes sera de 5,4q5 pieds 
par seconde; et si la profondeur de l’eau est plus ou moins 
grande, la vitesse des ondes variera en raison soudoublée des 
profondeurs, pourvu qu’elles ne soient pas trop considérables. 

Au reste, quelle que puisse être la profondeur de l’eau , et la 
figure de son fond, on pourra toujours employer la théorie pré- 
cédente , si on suppose que dans la formation des ondes l’eau 
n’est ébranlée et remuée qu’à une profondeur très-petite , suppo- 
sition qui est très- plausible en elle-même, à cause de la ténacité 
et de l’adhérence mutuelle des particules de l'eau, et que je trouve 
d’ailleurs confirmée par l’expérience, même à l’égard des grandes 
ondes de la mer. De cette manière donc, la vitesse des ondes 
déterminera elle-même la profondeur a à laquelle l’eau est agitée 
dans leur formation ; car si cette vitesse est de n pieds par se- 
conde , on aura a = g pieds. 

On trouve, dans le tome X des anciens Mémoires de l’Acadé- 



536 MÉCANIQUE ANALYTIQUE, 

mie des Sciences de Paris, des expériences sur la vitesse des 
ondes, faites par M. de la Ilire, et qui ont donne un pied et demi 
par seconde pour cette vitesse, ou plus exactement i,4ia pieds 
par seconde. Faisant donc n = i,4ia , on aura la profondeur* 

de de pied , savoir de ^ de pouce, ou 10 lignes à peu près. 




DOUZIÈME 
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DOUZIÈME SECTION. 

Du mouvement des Fluides compressibles et élastiques. 

1 . Pour appliquer à cette sorte de fluides l’équation générale 
de l'article a de la Section précédente , on observera que le terme 
SASL doit y être eflàcé, puisque la condition de l'incompressi- 
bilité à laquelle ce terme est dû n’existe plus dans l’hypothèse 
présente; mais d’un autre côté, il y faudra tenir compte de l’ac- 
tion de l’élasticité, qui s’oppose à la compression et qui tend à 
dilater le fluide. 

Soit*donc e l’élasticité d’une particule quelconque Dm du fluide; 
comme son c(Fct consiste à augmenter le volume DxDyDz de 
cette particule, et par conséquent à diminuer la quantité — DxDyDz , 
il en résultera pour celte particule le moment — e S. ( DxDyDz ) à 
ajouter au premier membre de la même équation. De sorte qu’on 
aura pour toutes les particules le terme intégral — SiS. (DxDyDz) 
à substituer à la place du terme SXSL. Or, SL étant égal à 
S. {DxDyDz), il est clair que l’équation générale demeurera 
de la meme forme, en y changeant simplement A en — e. On par- 
viendra donc aussi, par les mêmes procédés, à trois équations 
finales semblables aux équations (A), savoir, 

a (£ + x ) + ë = ,> J 

*&+ r )+§ = °l w- 

*(£ + *)+£ = •>) 

Aféc. anal. Tom. II. ’ 43 
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Et il faudra de même que la valeur de c soit nulle à la sur- 
face du fluide, si le fluide y est libre; mais s’il est contenu par 
des parois , la valeur de t sera égale à la résistance que les parois 
exercent pour contenir le fluide, ce qui est évident, puisque « 
exprime la force d’élasticité de ses particules. 



a. Dans les fluides compressibles, la densité A est toujours 
donnée par une fonction connue de t, x, y, z, t, dépendante de 
la loi de l’élasticité du fluide, et de celle delà chaleur, qui est 
supposée régner à chaque instant dans tous les points de l’espace. 
Il y a donc quatre inconnues, *, x, y, z à déterminer en t, et 
par conséquent il faut encore une quatrième équation pour la 
solution complète du problème. Pour les fluides incompressibles, 
la condition de l’invariabilité du volume a donné l’équation {B) de 
l’article 5, et celle de l’invariabilité de la densité d’un instant à 
l’autre a donné l’équation (U) de l’article 11 . Dans les fluidts com- 
pressibles, aucune de ces deux conditions n’a lieu en particulier, 
parce que le volume et la densité varient à-la-fois; mais la masse 
«pii est le produit de ces deux élémens doit demeurer invariable. 
Ainsi on aura d.Dni — o, ou bien d .{UDxDyDz) = o. Donc , en 

différentiant logarithmiquement — — °, et subs- 

tituant la valeur de d.(DxDyDz), (celte valeur est la même que 
celle de J'.(DxDyDz) de l’article □ delà Section précédente, en 
y changeant d en /), on aura l’équation 



dà , Ddr Ddy Ddz 

T ~Dx l)y 



W. 



laquelle répond à l’équation ( B ) de l’article 5 de la Section citée, 
celle-là étant relative à l’invariabilité du volume, et celle-ci à 
l'invariabilité de la masse. 



3. Si on regarde les coordonnées x, y, z comme des fonctions 
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des coordonnées primitives a , à, c et du temps t écoulé depuis 
le commencement du mouvement, les équations (a) deviendront, 
par des procédés semblables à ceux de l’article 5 de la Section 
précédente , de cette forme : 

+ + 7 ° ) 

U(o; 

sa (J + z) + «1 + ri + t c = ° ) 



ou de celle-ci, plus simple, 



*[(£+ x Æ+(S + y S+(£ +Z )£>£ = °) 
*[(-+*)2K£+ z S+® +z )»3-<4 = ->••••«. 
*[(S+*)ë+(S+ 1 'të+(S+ z )£l- , -£ = °> 

ses transformées étant analogues aux transformées (C) et ( D ) 
de l’endroit cité. 

A l’égard de l’équation (b ) , en y appliquant les transformations 
de l’article 5 de la Section précédente, elle se réduira à cettn 

forme — -f- ~ = o, les différentielles dix et S étant relatives uni- 

A f 

quement à la variable t. De sorte qu’en intégrant on aura 
a 9 = fond, (a, b, c). Lorsque t — o, nous avons vu dans l’ar- 
ticle cité que ô devient =i ; donc si on suppose que H soit alors 
la valeur de A, on aura 11 ss fouet. (a, b, c), et 1 équation de- 
viendra Ù&—H, ou bien A=fj c’est-à-dire, en substituant 



pour S sa valeur, 

dx rfy dz dxdydz , rfx- rfy rfs 
T a *&*dc-Tb*Ta*'7c + ?S : *Tc*da 
rfx rfy dz . d.t.dydz dx dy dz __ H 

— a£ X 2S X aE + aE X Si*aS“* : *dc X rfi — a 






transformée analogue à la Jransformée (E) de 1 article cite. 
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Enfin il faudra appliquer aussi à ces équations ce qu’on a dit 
dans l’article 8 de la même Section, relativement à la surface du 
fluide. 



4. Mais si l’on veut , ce qui est beaucoup plus simple, avoir des 
équations entre les vitesses p, q, r des particules, suivant les 
directions des coordonnées*,^, z, en regardant ces vitesses , ainsi 
que les quantités A et £, comme des fonctions de x,y, z, t, on 
emploiera les transformations de l’article i o de la Section précé- 
dente, et les équations (a) donneront sur-le-champ ces transfor- 
mées, analogues aux transformées ( F ) de ce dernier article. 




Dans l’équation (b), outre la substitution de pdt, qdt, rdt, au 
lieu de dx, dy, dz, et le changement de D en d, il faudra en- 
core mettre pour dA sa valeur complète , 




et l’on aura, en divisant par dt, cette transformée, 



dA . rlA rlA dA 

Tdt+UtP+ZdyV + ïlL 



'+î+%+ 



dr 

Jz == °> 



laquelle, étant multipliée par A, se réduit à cette forme plus 
simple , 



<ÎA <*.(AjO - d. (Ag) d. (Ar) 

dt ' dx dy </i 



(d)- 



A l’égard de la condition relative au mouvement des particules 
à la surface, elle sera représentée également par l’équaliou (/) 
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de l’article 12 de la Section précédente , savoir , 

dA . dA 



dA 

dt 



dA 

■Pts- 



•?'3ÿ + r ar == °- 



( 0 , 



en supposant que A — o soit l’équation de la surface. 



54i 



5. 11 est aisé de satisfaire à l’équation {g ) , en supposant 

. _ dm , dfi dy 

A P — 3T> — Tt' * r —dï> 

*, P, y étant des fonctions de x, y, z, t. Par ces substitutions, 
l’équation dont il s’agit deviendra 

dA * d*m . d*p . d\ 

Tt + didl + -didy + dlTz — °' 

laquelle est intégrable relativement à t , et dont l’intégrale donnera 



A = F — 



dm dfl 1 dy 

dx dy dx* 



F étant une fonction de x, y, z sans t, dépendante de la loi de 
la densité initiale du fluide. 

On aura ainsi, 

dm 



dm d ) 3 


dy 1 


dx dy 
dfl 
dt 
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dm d$ 


dy '■ 
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dx 
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dy 
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dx ’dÿ dz 



Donc substituant ces valeurs dans les équations ( /) , et met- 
tant de plus pour e sa valeur en fonction de A, x, y, z, l (art. 2 ), 
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on aura trois équations aux différences partielles entre les incon* 
nues a, j8, y et les quatre variables x, y, z, t, et la solution 
du problème ue dépendra plus que de l’intégration de ces équa- 
tions ; niais cette intégration surpasse les forces de l’analyse 
connue. 

6. En faisant abstraction de la chaleur et des autres circons- 
tances qui peuvent faire varier l’élasticité indépendamment de la 
densité, la valeur de l’élasticité < sera donnée par une fonction 

de la densité A , de sorte que — sera une différentielle à une seule 

variable, et par conséquent intégrable, dont nous supposerons l’in- 
tégrale exprimée par E. 

Soit, de plus , la quantité Xdx- f- Ydy Zdz une différentielle 

complète, dont l’intégrale soit y, comme dans l’article i5 de la 
Section précédente. 

Les équations {f) de l’article 4 étant multipliées respective- 
ment par dx, dy, dz , et ensuite ajoutées ensemble, donneront, 
après la division par A, une équation de la forme 

-dE-dr^(£ + p% + ,% + r%)d. 

+(£+/’£+»$+'■ £)*•••('), 

dont le premier membre étant intégrable, il faudra que le second 
le soit aussi. Ainsi ou aura de nouveau le cas de l’équation ( L ) 
de l’article 1 5 de la Section précédente , et on parviendra par con- 
séquent à des résultats semblables. 

7. Doue en général , si la quantité pdx + qdy -f- rdz se trouve 
dans un instant quelconque une différentielle complète, ce qui a 
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